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AVERTISSEMENT, 


Nous étudions successivement dans notre cours les déterminants, 
la résolution des équations et les formes algébriques. L'expérience 
nous à appris qu’il est avantageux de commencer par la théorie 
des déterminants; celle-ci constitue une algèbre à part formant un 
tout homogène et qui n'exige d'autre connaissance que celle des 
premiers éléments de l'algèbre ordinaire. Or, les déterminants se 
présentent à chaque instant dans la théorie des équations; il est 
indispensable d'en connaitre les propriétés principales pour donner 
à certaines questions tous les développements qu’elles comportent. 

Dans la seconde partie, il nous a paru utile et intéressant de 
traiter d’une manière assez étendue divers problèmes sur la trans- 
formation des équations et d'exposer les différents genres de 
méthodes employées par les géomètres pour résoudre algébriquement 
les équations des quatre premiers degrés. Dans un dernier chapitre, 
nous nous occupons des fractions continues périodiques, des produits 
infinis et des propriétés des nombres entiers. Si l'on n'expose pas 
ces diverses questions dans le cours d'algèbre, les jeunes gens 
pourraient ne pas les rencontrer dans la suite de leurs études; 
ce qui serait une lacune regrettable. 

Nous avons consulté spécialement sur la théorie des équations 
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les ouvrages de J. Serret, Matthiessen, Petersen, Wertheim, 
Herr, ete. Des exercices suffisamment nombreux accompagnent toutes 
les théories importantes. 

La dernière partie a pour but d'initier les jeunes gens à la 
théorie des formes algébriques. Guidé par les travaux de Faà De 
Bruno, Clebsch, Gordan, Kerschensteiner, etc., nous avons déve- 
loppé suffisamment les méthodes en usage dans l'étude des formes 
binaires, en insistant particulièrement sur la méthode symbolique 
allemande qui constitue définitivement l’instrument le plus commode 
et le plus avantageux de cette algèbre nouvelle. Il est temps que 
la jeunesse belge se familiarise avec ces théories devenues classiques 
dans d’autres pays. C'est de ce côté qu'il faut tendre; le champ est 
vaste et bien des problèmes demandent encore une solution défi- 
nitive. 
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PRINCIPES 


DE LA 


THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 


ç 1. 
DÉFINITIONS, PROPRIÉTÉS ET DÉVELOPPEMENTS DES DÉTERMINANTS. 


4. Lorsqu'on échange de toutes les manières possibles les lettres d’un 


produit de n facteurs 
“ne, RE 
on obtient un nombre de permutations égal à 
12.3... 19! 

Elles se distinguent les unes des autres par la disposition des lettres, 
mais elles ont la même valeur algébrique. Ecrivons, dans chacune 
d’elles et toujours suivant l'ordre naturel, les indices 1,2, 3,...n; ces 
permutations où la succession des lettres change de l’une à l’autre for- 
meront des produits différents. D'un autre côté, étant donnée l’une 
d'elles, par exemple, b,csas ... la, en disposant les lettres dans l'ordre 
alphabétique, il vient : asbice .… ln, et les indices ne sont plus dans 
l’ordre naturel des nombres; à toute permutation entre les lettres, en 
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correspond une autre entre les indices. Il en résulte qu’en partant du 
produit 


aibec:ds .. los 


où les indices et les lettres se présentent dans l’ordre normal, on trouve 
les mêmes résultats en permutant les lettres sans toucher aux indices ou 
en permutant les indices en laissant les lettres dans l’ordre alphabé- 
tique. Cela étant, nous appellerons permutations du produit de n élé- 
ments 


«a bacs ... | PR 2 


tous ces résultats différents provenant soit de l'échange des lettres, soit 
de l’échange des indices. 

Quand deux lettres ne se trouvent pas dans l’ordre alphabétique dans 
une permutation, on dit qu’elles présentent une inversion; il en est 
de même pour deux indices qui ne sont pas dans l'ordre naturel des 
nombres. On détermine les inversions d’un produit en comparant le 
premier élément à tous ceux qui le suivent, le second à tous ceux qui 
le suivent ete. Ainsi, dans le produit cid:fsasesbs, il y a huit inversions 
savoir : ca, cb, da, db, fa, fe, fb, eb; le produit &b;cide n'offre pas 
d'inversions par rapport aux lettres, mais il en présente cinq par 
rapport aux indices ; ce sont : 43, 41, 42, 31, 32. 

On partage les permutations en deux classes, les permutations paires 
ct les permutations impaires. Une permutation est paire ou impaire sui- 
vant qu'elle présente un nombre pair ou impair d'inversions. Dans les six 
permutations r 
abe, cab, bca, 
acb, bac, cba, 


les trois premières sont paires et les trois autres impaires; la première 
n’a pas d'inversions; on regarde zéro comme faisant partie des nombres 
pairs. 

Dans la théorie des déterminants, il est utile de considérer comme 
positives lês permutations paires, et comme négatives les permutations 
impaires; dans ce qui va suivre, les expressions « permutations paires et 
impaires, » « permutations positives et négatives » auront la même 
signification. 


On distingue encore les permutations circulaires; on appelle ainsi 
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celles que l'on obtient avec un produit donné, en plaçant successivement 
au dernier rang le premier élément sans toucher aux autres. Ainsi 


abcde, bedea, cdeab, deabc, eabed, 


sont des permutations circulaires. = 

ie permutation change de classe par l'échange de deux éléments. 
upposons d’abord que deux éléments a et b soient consécutifs, et 

considérons la permutation 

(a) MabN 


où M et N représentent respectivement l’ensemble des éléments qui pré- 
cèdent a et qui suivent b; par l'échange des lettres a et b, elle devient 


(a') MbaN. 


S'il n’y a pas d’inversion entre a et b dans (a), il y en aura une dans 
(a'), et réciproquement; mais les éléments de M et de N conservent la 
même relation avec a et b; il en résulte que les permutations (æ) et (x’) 
sont nécessairement de classe différente. 

Supposons, en second lieu, que les éléments a et b soient quelconques; 
on pcut représenter, dans ce cas, la permutation par 


(8) MaPbN, 


P désignant l’ensemble des p éléments qui séparent a et b. Par p 
échanges d'éléments consécutifs, elle deviendra 


(B’) MabPN, 
et par p +1 échanges analogues, l’on aura : 
(B") MbPaN. 


On doit donc faire 2p 4-1 échanges consécutifs de deux éléments pour 
passer de (5) à (Ë”); done la classe de la permutation nouvelle est 
différente de la première. 

Il résulte de cette propriété que les permutations paires et impaires 
d’un produit sont en même nombre; car à une permutation renfermant 
deux éléments a et b dans l’ordre ... æ... b ..., en correspond une autre 
où ces éléments sont dans l’ordre inverse ... b... a... et on vient de 
démontrer qu’elles sont de classe différente. + 

Nous ferons encore remarquer que deux permutations circulaires 


abeh, bc... la 
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de n éléments seront de même classe ou de classe différente suivant que 
n— 1 sera pair ou impair; on passe, en effet, de l’une à l’autre par 
n — 1 échanges de deux éléments consécutifs. 
O Première définition d'un déterminant. Un déterminant de l’ordre n 
est la somme algébrique des permutations d’un produit de x éléments 
aibscs … kil, 


obtenues, soit par l'échange des lettres, soit par l'échange des indices. 
On rencontre des expressions semblables dans la résolution algébrique 
des équations du premier degré à un nombre quelconque d’inconnues. 
Pour les équations 

aix + biy + cz = di, 

asx + bay -+ caz = de, 

asx + bsy + 57 = ds, 


on sait que le dénominateur commun des inconnues est : 
aibecs — aib;c2 + aabzcı — a2bics -4 azbıca — asbacs. 


Cette expression algébrique se déduit du produit a:bscs en permutant les 
indices ou en permutant les lettres. Dans le premier cas, on écrit succes- 
sivement chaque chiffre ct, à côté, les permutations des deux autres; 
ce qui donne 
123018910413 237)) 312; 0921: 
on laisse les lettres dans l’ordre alphabétique, et on leur donne respecti- 
vement pour indices les nombres de ces diverses permutations; il vient 
ainsi : 
aibaCs, QibsCo, QabiCs, dabsCi, asbice, asbics. 

Enfin, on attribue le signe -+ aux permutations paires 1, 4, 5, et le 
signe — aux permutations impaires 2, 3, 6. 

Si on opère sur les lettres, on écrit successivement chacune d'elles, et, 
à côté, les permutations des deux autres; on obtient alors 

abc, acb, bac, bca, cab, cm... 
On donne aux lettres de chaque groupe les indices 1, 2, 3 dans le 


même ordre; on trouve de cette manière 
aib:cs, atabs, biascs, bicsas, Citabs, cabos. 


Il reste à attribuer aux permutations paires 1, 4, 5 le signe +, et aux 
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permutations impaires 2, 3, 6 le signe — pour obtenir le déterminant 
du troisième ordre. 

Il est souvent avantageux de prendre pour les coefficients une même 
lettre affectée de deux indices; le système des équations est alors 


aux -+ Qiy + aiz = dis 
aait -+ azy + a22 = das, 
a 547 —- az} -+ A 537 = dz. 

Le dénominateur des inconnues est toujours la somme algébrique des 
permutations du produit aysas2as; des éléments disposés en diagonale aux 
premiers membres. On les trouve, soit en permutant les premiers indices 
sans toucher aux seconds, soit en permutant les seconds sans toucher 
aux premiers. Il vient ainsi les deux expressions identiques 

Ui1Q 22055 — Q14052023 — 0210120353 + Q21032413 -+ A31012023 — U31022013; 

Qi1Q22ä33 — Qi10aslz2 — Aie21033 -+ UPEL EEL ENT —- Ulis 21 5e — Usl. 

Lorsqu'on forme les diverses permutations du produit aibscs, chaque 
lettre reçoit successivement les indices 1, 2,3; le déterminant du troi- 
sième ordre renferme donc les 3° = 9 quantités 

dis bis C1, 
a, ba, Ca 
lz, bs, C33 
et, sous la seconde forme, 
sis Qia; Miss 
Qai, Aea, ess 
Azi, Qst, Q355 


ce sont les coefficients des inconnues dans les équations, Considérons le 
cas général d’un système de n équations à n inconnues, 


ax -+ by + .. -j liv = pn 
asx + bay + + lav = pa, 


ax + bay es lno = pa: 
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Le dénominateur commun des inconnues est la somme algébrique des 
permutations du produit abc; ... bn des éléments de la diagonale des 
premiers membres; c’est un déterminant de l’ordre n renfermant les n° 
quantités 


qui, dans le cas général, doivent être considérées comme différentes. On 
peut le former en permutant les lettres et en conservant les indices dans 
leur ordre naturel, ou bien en permutant les indices et en écrivant les 
lettres dans l’ordre alphabétique. Avec la notation à deux indices, il 
faudrait permuter une série d'indices en laissant l’autre invariable. 

A. Deuxième définition et notation particulière d'un déterminant. Nous 
venons de voir qu’un déterminant renferme un nombre carré d'éléments; 
de plus, l’ensemble des premiers membres des équations offre l’aspect d’un 
carré; on est ainsi amené à une notation en carré entre deux traits ver- 
ticaux pour représenter une telle expression ‘algébrique, savoir : 


A = di bı Oi o» l 
üa bs s ….: la 


s bs 3 e.. l; 


as dbs tr es. 1 


Il est à remarquer que les éléments du produit a;bses ... la dont les 
diverses permutations constituent le déterminant sont disposés sur la 
diagonale qui réunit le premier élément au dernier. 

Avec la notation à deux indices, le tableau précédent serait : 


A = ) Gu ai Ms ... Gin 
Qz Gus is ... Atn 
Azı Usa ss + sn 
e . . "ET: 
Ani Ang Ans . Un |. 
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On appelle éléments conjugués ceux qui occupent le même rang 
horizontalement et verticalement, par exemple, die et as, as et as, 
aas €t asa, etc. Lorsque les éléments conjugués sont égaux, on dit que le 
déterminant est symétrique; ce qui aura lieu pour le déterminant qui 
précède avec la condition ays = asy. Enfin, si l’on pose au = an = ++ 
= Aan = O, le carré ne renferme que des zéros sur la diagonale princi- 
pale; on dit alors que A est un déterminant à diagonale vide. 

Cette notation conduit à une deuxième définition d’un déterminant : 


étant données n°? quantités 
a, bı oc l 


CN TE 

disposées sous la forme d’un carré ayant n lignes horizontales et verti- 
cales, on fait le produit des éléments de la diagonale auquel on attribue 
le signe +; le déterminant de ces quantités est la somme algébrique des 
produits n à n obtenus en prenant de toutes les manières possibles un 
élément et un seul dans chaque ligne, les produits de même classe que 
celui des éléments de la diagonale étant affectés du signe -} et les 
autres du signe —. 

Le terme provenant du produit des éléments de la diagonale se nomme 
terme principal. 

D’après cette définition, chaque terme d’un déterminant contiendra 
sans répétition et dans un certain ordre tous les indices 1, 2, 3, ...n; ce 
sera une permutation du produit aib:c; … ln, et tous les produits n àn 
représenteront l’ensemble des permutations du terme principal. 

Il n’est pas nécessaire pour que la notation en carré représente un déter- 
minant que les éléments soient des lettres affectées d'indices, et dans l’ordre 
que l’on vient d'indiquer; ces éléments sont des quantités quelconques 
pouvant se suivre de n'importe quelle manière. Ainsi les expressions 


woal Er ED Æ À, I —1 o 
Do a 5 7 2 3 —1 
c b a g D y — 2 5 3 


sont des déterminants du troisième ordre. On les fait rentrer dans la 
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définition précédente, en assimilant par la pensée leurs éléments à ceux 
du déterminant type du troisième ordre 


ai b, Ci 
ae ba Ce 
üs b; s 


ll est inutile de se préoccuper comment on pourrait former sans se 
tromper tous les produits n à n conformes à la définition; on trouvera 
plus loin des formules commodes pour calculer un déterminant sans qu’il 
soit nécessaire de déterminer séparément toutes les permutətions du 
terme principal. 

La notation en carré pour représenter un déterminant est très heu- 
reuse; elle met devant les yeux l’ensemble des quantités qu’il renferme, 
et elle se prête très bien à l'étude des propriétés de cette expression 
algébrique; elle n’a qu’un inconvénient c’est de tenir beaucoup de place; 
aussi on emploie souvent les notations abrégées 

EE aibes oss lny (aibacs -c> la)y [asbecs … ln] 
pour désigner un déterminant; c'est le terme principal seul entre paren- 
thèses ou accompagné de ©. On peut même parfois sans inconvénient 
supprimer les indices et écrire A — (abc ... l). 

5. Nous pouvons déjà signaler quelques conséquences immédiates de 
la définition précédente. On emploie généralement le mot ligne pour 
indiquer la disposition horizontale des éléments et le mot colonne pour 
la disposition verticale. Cela étant, un déterminant ne change pas lors- 
qu’on substitue les colonnes aux lignes. Ainsi l'on a : 


ai bı Ci = | Q As QG 
ag ba Ca bı ba bs 
as bs c: C1 C2 Cs 


En effet, les déterminants ayant le même terme principal, ils seront 
identiques d’après la manière dont on en déduit tous les autres. 
Avec la notation à deux indices, on peut écrire 


Qi Qi? dis == | Grn, Ass si 
du Gas Gas Qiz Q22 Use 
Qasi Use ss Qis á Ms ss 


et l'on voit que la substitution des colonnes aux lignes revient à échanger 
“Tésindices dans chaque élément. 


K "#3 
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En second lieu, un déterminant change seulement de signe lorsqu'on 
permute deux lignes ou deux colonnes. On a, par exemple, 


a bi A = — | Ge b co = — |b a «|; 
az bz ce a bi c ba az ce 
a; b; Cs | az b; Cs | b; as Cs 


car cette modification revient à échanger Pindice r avec Pindice 2 ou la 
lettre a avec la lettre b dans les différents termes du déterminant; or, 
` on sait que, dans ce cas, la permutation correspondante change de signe; 
tous les termes des deux derniers déterminants auront la même valeur 
absolue que ceux du premier, mais leurs signes seront différents. 

Si un déterminant renferme deux lignes ou deux colonnes identiques, 
leur échange est indifférent; d'un autre côté, comme cette opération 


change le signe, on devrait avoir A — — A; par suite A = o. Ainsi, 
Pon a : 
t b ei | =0, G a c | =0. 
a b c a? Us C: 
| a; bs cs üs üs Cz 


6. Déterminants mineurs. En vertu de la notation en carré d'un 
déterminant de l’ordre n, il est évident que la suppression de p lignes 
et de p colonnes laissera un carré ne renfermant plus que n — p lignes 
et n— p colonnes. On peut ainsi obtenir une série de déterminants 
d'ordre moins élevé{que l’on appelle mineurs du déterminant primitif. Soit 


A= | où 6, cs + a ls 
(LE ba Ce ke le 
as bs es … ks b 
An ba Cn oe Kn ln 
supprimons, par exemple, la ligne et la colonne qui renferment l'élément 
a; il viendra le déterminant de l’ordre n — 1 
Ai]! bs cs o. ki la | =È £ bacs. ls, 
br ës a k h 
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qui s'appelle premier mineur ou mineur de la première classe de A par 
rapport à l'élément a. Comme on peut répéter cette opération sur 
chaque élément, un déterminant de l’ordre n possède autant de mineurs 
de la première classe qu’il renferme d'éléments. On les désigne généra- 
lement par les grandes lettres A, B, C, ..., portant le même indice que 
l'élément correspondant. En les réunissant dans l’ordre des éléments, 
ils formeraient le tableau suivant : 


Au Bi Gr s E iy 
A: Be Ca .. Ko Le 


An Ba -Cao +. i Ku. Lis 
Si lon prend la notation à deux indices, 
À = Ui Qiz Qis s. in 


aa Q Mas ~... Ain 


Aii Gni Ons "eoe Chin 
les premiers mineurs se désignent par 
An Asr Aus + Ain 
Ae Ass Ass + As 


Au Ans Ans … Asie 


Lorsqu'on supprime deux lignes et deux colonnes quelconques, le 
déterminant de l’ordre n — 2 restant s'appelle second mineur ou mineur 
de la seconde classe du déterminant primitif. En laissant, par exemple, 
les deux premières lignes et les deux premières colonnes, on trouve le 
déterminant 

ês ds ls} 


C4 di s. A 
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les lignes et les colonnes supprimées ont en commun les éléments du 
déterminant 


a bi |, 


ag ba 


et le déterminant de l'ordre n — 2 qui précède est le second mineur de 
A par rapport à ce déterminant du second ordre. 

En général, par la suppression de p lignes et de p colonnes, on trouve 
un déterminant de l’ordre n — p que l’on appelle mineur de la pf”* classe 
de A correspondant au déterminant de l’ordre p formé par les éléments 
communs des lignes et des colonnes supprimées. | 

7. Développement d'un déterminant suivant les éléments d'une ligne et 
d'une colonne. Soit le déterminant de l’ordre n 


A = Q; bı Ci … dl | = X + aibsc; NA NET F 


la ba Ce … l 


a; b; Oz oo. ls 


An bn Crn t.. e 


Les différents termes de A qui renferment l'élément a; s’obtiennent en 
permutant de-toutes les manières possibles les autres éléments; ce qui 
donne le déterminant de l’ordre n — 1, X + bac; ... ln résultant de la 
suppression de la première ligne et de la première colonne. Le détermi- 
nant À renfermera donc une première série de termes ayant a, en 
facteur représentés par 


a > + bec:ds cs la. 
En échangeant a et b, il vient 
— bX + asrsdi svs lè 


pour l’ensemble des termes renfermant b,; il faut le signe — à cause de 
la permutation de a en b. La somme désigne le déterminant obtenu en 
laissant la première ligne et la deuxième colonne. 

En changeant b en c, on trouve également l'expression 


> ju = a:b:d; ais hig 


qui représentera la suite des termes ayant c, en facteur; la somme 
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désigne encore le déterminant provenant de la suppression de la première 
ligne et de la troisième colonne; ainsi de suite. L'ensemble des termes 


contenant l, sera représenté par 
(— Vale lÈ Æ asbscs so. kni. 


Or, par définition, les sommes qui accompagnent les éléments a, — bı, 
— ci, + (— 1)" lı sont les mineurs de la première classe par rapport à 
ces éléments, Il en résulte que nous aurons la formule suivante : 


A = aÅ; -+ bB; + aG -ee + LL, 


avec cette condition que, d’après la composition du déterminant, il faut 
attribuer aux mineurs des signes alternativement positifs et négatifs. Le 
second membre de cette égalité renferme un nombre de termes repré- 
sentés par 

n(1.2.3...n—1)=n! 


comme le déterminant A. 
En suivant le même raisonnement et en permutant successivement les 


indices deux à deux, on arrive aussi à la relation 
À = A; + asAe + a5A5 + se + AnAn 


où l’on doit donner aux mineurs des signes alternativement positifs et 
négatifs. C’est la formule qui donne le développement de A suivant les 
éléments de la première colonne. 

Il est évident qu’il existe un développement semblable pour chaque 
ligne et pour chaque colonne. Afin de fixer le signe des mineurs dans 
chaque formule, on ramène la ligne ou la colonne que l’on considère à 
la première place par des permutations de lignes et de colonnes, en obser- 
vant que le déterminant change seulement de signe par un nombre 
impair de ces permutations, tandis qu'il conserve le même signe pour un 
nombre pair. Ainsi l’on aurait 


À = aA: -A bBo - 6o03 + 2e + lolo, 
A = a;À; + bzBs + 6sCs + des + BL;; 


dans la première formule, on alternera les signes en commençant par le 
signe — pour Az; car, pour ramener la seconde ligne à la première place, 
il suffit d'un échange de deux lignes; dans la seconde formule, il faudra 
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commencer par le signe — pour As, puisqu'il faut deux échanges de 
lignes pour ramener la troisième au premier rang; et ainsi de suite. 
Appliquons ces principes au déterminant du troisième ordre 
Saudi: 
| a: be Cs 
| as Ds -ês 


En mettant le signe des mineurs en évidence, l’on aurait : 
A—= Ài sa b,B, -L aG = — aÅ- baBe — al: = ț tsÅ; — b:B; -L CAR 
AÀ =-= aÅ; — TAN L asA; == — b,B, + b:B: — b;B; -= CC =- C202- 6:03, 


ou bien, en remplaçant les mineurs par leurs valeurs 


lz b; (1 ba 


A =a | bo co |—bilu ca | Lcl a bej, 
bs ©; üs Cs | as bs | 

= — h | b © | bel a © | —ce | & ba |, 

bs € as €s | as b; 

=ü; | ba a | — bs] a © | Hcs| a bi |, 

ba c | ds C: | as b: | 

= | be Co |—@lû oc Has] b € |, 

bs cs bs ‘cs | bs cs | 

= — b| as € |Hbsl a a | — bs] a cj, 
Sa a A 

= C; | de bs | —c:| a bi | 4ces| a bi j 
a; b; | | 


En vertu des explications précédentes, on peut opérer comme suit pour 
trouver le signe d’un mineur par rapport à un élément quelconque, Afin 
de fixer les idées, proposons-nous de trouver le signe du mineur de d dans 
un déterminant de l’ordre n. Admettons que l’on marche sur la première 
ligne à partir de ai, en alternant les signes jusqu’à ce qu’on parvienne à 
la ligne des éléments d; on arrivera sur dı avec le signe —; on descend 
ensuite sur la ligne des éléments d en changeant le signe chaque fois qu’on 
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traverse une ligne; on tombe de cette manière avec le signe + sur d4; 
donc le mineur de d, doit être affecté du signe positif, 
Soit encore le déterminant représenté par 


A= Au Me. : e a + Gji 
Qa (as - x ; . . on 
ax, Aka +...» Ak se Akn 
lnt Ane Ann 


et cherchons le signe du mineur relatif à l'élément ay; dans ce but, lon 
doit par des échanges de lignes et de colonnes ramener cet élément à la 
première placel; par l— 1 échanges de deux colonnes consécutives, 
l'élément ay occupera le premier rang de la ke ligne horizontale; 
ensuite par k — 1 échanges de lignes, cet élément prendra la première 
place. Toutes ces opérations reviennent à multiplier le déterminant par 
(— 1) t- ou (— 1)*t!, Le signe du mineur Ax sera done positif, si la 
somme des indices de l'élément ay est paire, et négatif dans le cas con- 
traire. Il est utile d'observer que les premiers mineurs des éléments de la 
diagonale sont tous positifs. 

8. Les développements qui précèdent conduisent à des conséquences 
importantes que nous allons signaler. 1° Quand tous les éléments 
d'une ligne ou d'une colonne sont nuls, le déterminant est égal à zéro. 
Ainsi 


as Ds c: | —0, o db ei E0; dx O` é; |= 03 
as bs cs O's br Cs & O C 
0, ‘60 O o Ds ôs r O CG 


car tous les termes du développement suivant les éléments de ces lignes 
s’annulent par la présence du facteur zéro. 

2° Quand tous les éléments d'une ligne ou d’une colonne sont nuls 
exceplé l'un deux, l'ordre du déterminant s'abaisse d'une unité. On a, 
par exemple, 


a o o |=aA 40.44 0.As =a | bs cs i 
(LE b: Ce bz Cs 
as bs C3 
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De même 
o b o | —=—#H,| a € |; a db D o|l=cl a bi 
as ba ce | as C5 | de b o | as b: 
as bs cs as bs ^s 


5° Un déterminant se réduit à son termé principal, quand tous les élé- 
ments d'un même côté de la diagonale sont nuls. En effet, pour un déter- 
minant du 4% ordre, par exemple, on a successivement 


a o o o | ==a | bs o o | — abs! cs o | = aibacsds. 
a ba Oo o bz C3 o Ca da 
z b; Cs o ba Ca da 


as Ds ea di 
4° Pour multiplier un déterminant par p, il suffit de multiplier les 
éléments d’une ligne ou d'une colonne par ce facteur. On a : 
p.A = pa; phiB: + pa, = | pa pbi pe: 
a b c 
as b c 


5° Si les éléments de deux lignes ou colonnes ne diffèrent que par un 
facteur constant, le déterminant est égal à zéro. Car il vient : 


Par Gi Cù) =p] 0 Œ Cr p= oO 
| 

pa: Ua C2 | üa Q2 C2 

Pas as cs | ds üs Cs 


6° Si, dans lun des développements 


aÅ; -H b,B, + cC; -+ dé + lil, 
on remplace les éléments qui s'y trouvent par ceux d'une autre ligne quel- 
conque, le résultat est nul; il en est de même si, dans l’une des expressions 
ai A4 -} Åz + «À; +- … + GnAns 
on remplace les éléments par ceux d'une autre colonne, En effet, en sub- 
stiluant, par exemple, aux éléments a, bı, ... l, ceux de la seconde 
ligne az, ba, ..., l2, l'expression 
aÅ; ps bB; + CC: + ... -+ LL, 


représente le déterminant obtenu par cette substitution, les coefficients 
2 
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A4, Bı ... Li étant toujours les mineurs de la première ligne; or, ce 
déterminant est nul puisqu'il renferme deux lignes identiques. 
Avec la notation à deux indices, pour un déterminant de l’ordre n, 
cette propriété s'exprime ainsi : Les développements 
ai -l ays -t+ + anjAhis 
ajA —- ajaÂis + + Han 
représentent le déterminant A lorsque j est un nombre de la suite 
1, 2,3... n, el égal à i; tandis que si j est différent de i, ils s'annulent. 
Pour un déterminant du troisième ordre, on aurait les douze relations 
aÅ; -}- bB; + c&C; = 0, azÅı + bB: -} C3: = 0; 
aAa + biBa — Ce = 0, azAa + bBo + 63C+ = 0; 
aiAs -+ bB; -+ cC = 0, asAs -+ bB; + cC; = 0; 
biAs -+ bAs -+ bsAs = 0, CA CsA- CsA = 0; 
a,Bı +- aB: -+ asBs = 0, cıBı -} CoB: + csB; = 0; 
Cı + aC: -+ 4505 = 0, bC + bC: + b:0; = 0. 
7° On peut toujours élever l'ordre d'un déterminant sans changer sa 
valeur. Ainsi, d'après les propriétés précédentes, on a les égalités 


br o o(—=|1 x y |=|r 600 0 |=|rix y z 
a: bz x a bı o a bi z I O0 0 oT ey 
y as be O d b: y t a bi oo & b 

z u a: b: 00M b: 


Ainsi de suite. Les éléments x, y, z, t, u sont des quantités quelconques. 
9. La formule fondamentale 
A = aA + bB + aC + LL, 

permet de remplacer un déterminant de l’ordre n par une expression ne 
renfermant que des déterminants de l’ordre n — 1; dans cette dernière, 
on peut substituer à A, Bi... des expressions ne renfermant que des 
déterminants de l’ordre n — 2 ; en continuant ainsi on arrive finalement 
à la valeur du déterminant A. Il est nécessaire de donner quelques appli- 
cations pour indiquer la marche à suivre dans les différents cas qui 
peuvent se présenter. 

Remarquons d’abord que les déterminants du second ordre se calculent 
immédiatement. On a : 
lı bi 


da b: 


I O 


23 


I —2 == $. 


2 3 


= aba — abi, =1 . 3—2: —2=7, 
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Pour un déterminant du troisième ordre dont tous les éléments sont 
différents de zéro, on prendra, par exemple, la formule 


w D e =ar] bi ri b cl+as|b c 
a bh c bs cs bs cs bi c 
az bs c 
On trouve de cette manière : 
(a) 1 2 3|= pi NE +3 3 
Z 3,.À4 4 5 4 3 4 14 
AL CS a Ea 
(b) Se 6 7 |—5 — 2 I 
| 5 6 7 | I 4 ouy | 
2 1 4 = 3(17) — 5(7) + 2 (8) = 32. 
(y Jin gs x Ys I| tj y +Hats| y 1 
Ze Ye I Ys Iı ys I Ye Iı | 
Ts ys ! EE AAA 
(d) a b| =a --b e 
bef a g F [ 9 ef 
e fyg = acg — af? — ce? — gb? + 2bef. 
(e) 1 «u—b]|= + a a —b|+b| a —b 
—a 1 c | —c I —€ I CR | 
Dec DT = 1 + at + bb + c?, 


Dans les exemples où certains éléments sont nuls, on doit opérer le 
développement suivant la ligne qui renferme le plus d'éléments nuls. On 


obtient ainsi : 


(f) 1 © 3 |—=|1 1 | =3. 
cs E 1 4 2 | 
2'r 4 
(9) |1 2 0]=2]1 2|=—14, | 1 —3 2| =—4]| 1 —3 | =— 20. 
410 41 o 04 r 2 
142 142203 
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(h)|2 1301—2| —r12r1|—=2f—| 13|+2|217|1]—718 
O—I2I E AS [ 14 AM 
C: S 5% E 
O 2 1 4 
(5) [2 3 0 2|—=2|1 4 oj—]3 0 2 | ==—-4. 
RE r T o EU E, A 0 
(EAN PR dE 2210 I 3 I —1 
I a'o I 
(k) I © O O |=—1.3.6.4— 72. 
2 3 © 
4 ‘5 6 0 
# 473" 
(l) |o ab | =bef4 ade, |oa b = 24b cos a — a? — b. 
cod a I cos g 
feel b cosa 1 


Il existe des formules plus avantageuses pour calculer les déterminants 
d’un ordre plus élevé que le troisième, comme on le verra dans ce qui 
va suivre. 


10. Développement d'un déterminant suivant les éléments de deux 
lignes ou de deux colonnes. Soit le déterminant de l'ordre n 


fay = ai bı ĉi es. A 
Ua b: g sss LA 
üs b; s; ... LA 
us b, C; Sra A 
dan Ua. Ga h 


Considérons le terme particulier absc;d, ... ln de A; à ce terme, en 
correspond un autre — a2bie;d; ... lan provenant de la permutation des 
lettres a et b; en les réunissant, il vient : 


csd; PEE A 


a bi 


a bs 
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Laissons a et b fixes, et permutons les lettres c, d, ... l de toutes les 
manières possibles; les termes de A qui auront en facteur le déterminant 
(aib) seront représentés par 


(abs) È Æ csdies o. ln. 
Le coefficient de (abs) est done le second mineur de A obtenu en 
supprimant les lignes et les colonnes qui renferment ses éléments. On 


arrive à une conclusion analogue pour les coeflicients des déterminants 
du second ordre 


(aibs) (abs) … (ab), (abs) .. (an_1bn) 


qui résultent des combinaisons deux à deux des éléments des deux pre- 
mières colonnes de À. En appelant ces seconds mineurs Bie, Bis, Buete., 
on trouve le développement suivant : 


A = (aib) Bi: + (abs) Bis + mF + (a,b,) Bin -T (azb) Ba++ t (a,_1b,) BE 
Le nombre de termes du second membre est représenté par 


2, (e=) 
Eia 


(1.2.3 ... n — 2)=n! 


comme cela doit être. 

Il importe de remarquer que, dans la formule précédente, il est néces- 
saire d’attribuer aux seconds mineurs un signe convenable et en rapport 
avec la valeur de A. En premier lieu, le second mineur B; doit avoir le 
signe positif. Afin de fixer le signe des autres, il faut par des échanges 
de lignes ramener les coefficients du déterminant du second ordre aux 
deux premières places, en conservant toujours l’ordre des indices. Ainsi, 
le second mineur Bı; sera négatif, parce qu’il faut un échange de deux 
lignes pour amener as, bs à la place de as, bs; le mineur Bes sera positif; 
il faut un échange pour amencer as, ba à la première ligne et un autre 
pour amener as, bs à la seconde ligne. Ainsi de suite pour les autres. 
Développons d’après ces principes le déterminant du 5° ordre 


A=| a b € di e 


as bs C2 dy € 
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suivant les éléments des deux premières colonnes. Il viendra, avec la 
notation abrégée, 

A = (ab) (csdses) — (abs) (Cades) + (abs) (cadses) — (aibs) (codze4) 

-+ (a:bs) (cadaes) — (a2b4) (cidses) + (abs) (cidses) 
-+ (asbs) (cidees) — (asbs) (cidse3) 
-+ (asbs) (cidse:). 

Si, maintenant, nous écrivons verticalement les lignes horizontales 
de A, en appliquant la même règle, nous aurons le développement de A 
suivant les éléments des deux premières lignes; ce sera : 

A = (ab2) (csdaes) — (acts) (bsdaes) + (aids) (bsc4es) — (tie) (bscud:) 

-H (bice) (asdaes) — (bide) (ascses) + (bies) (ascads) 
-+ (cide) (asbses) — (cie) (usbads) 
-+ (diea) (asbacs). 

Le même mode de développement existe relativement à deux lignes 
ou deux colonnes quelconques; il faudra préalablement les ramener aux 
deux premiers rangs par des échanges de lignes ou de colonnes et appli- 
quer ensuite la formule. 

Le développement qui précède est celui qui convient le mieux pour le 
caleul d'un déterminant du quatrième ordre, car il ne renfermera que 
des déterminants du second ordre. On a : 

ai bi € di | = (abs) (csds) — (ace) (bsd4) + (aid) (bc) 
as by es da | + (bic) (asdi) — (bid:) (ases) + (cds) (asba). 


as bs Cs ds 
as Ds Ca ds 


Soit à calculer 


In o S Os 13 
2. —2 gen «6 
D ON 19 
Il viendra 
rie st À Aja EES: m — 2 K 
1 5| |—5 3 1 0 4 =b 
+ 1: ne 2.—= 21}; 
nn 9 53 GES o ‘4 
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as oz 
ou bien 


A = 14:33 — 30 ++ 7 -6 — 5.6 — 7.10 +- 24 = 398. 
On trouve également 


12 ~10|=ļ|12].]ļ52|—łĮ}ī1—1|.|]|32;}+ļ2—1]|.ļo2 
AEA O 21 r2 D R 02 F 3 | 12 
03 5 2 = (— 3) (8) — (4) (6) +(5)(— 2) = — 58. 
Cort å 
On en déduit aussi les relations suivantes : 

ai b o o |= (mba) (esdi), 

& bh o o 

as bs cs ds 

as b Ca ds 
aı bi c dı | = | a di bi a | = —| o- 0 be ce | = — (bacs) (aids). 
O bic: 0 oo bc o o bic 
as b; Cs ds as ds bs cs a di bi c 
obice o o o E as ds bz cs 


i. Développement d'un déterminant suivant les éléments de p lignes 
ou de p colonnes. Étant donné le déterminant 


Aa b a d «à ..… |, 
ds Ds C2 de 6 ... h 
as bs Cs ds @ =. bh 
as b Ca “da. Qaan hi 


as bs C5 ds ês ..Ă. ls 


a Ds D E E à 


proposons-nous de le développer suivant les éléments des trois premières 
colonnes. En combinant trois à trois et sans répétition les éléments de ces 
colonnes, on obtient les déterminants du 5° ordre (aibac;), (aibecs) … 
(aibac,); (a1bses), (abses) ete. Cela étant, considérons le terme aibscsdses 
… la de A et permutons de toutes les manières possibles les indices 1, 2, 3 
en laissant les autres invariables; nous formerons les six termes du déter- 
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minant (aibscs) qui seront multipliés par die; ... la. Tous les termes de 
A qui renfermeront en facteur (aibec:) s’obtiendront en permutant les 
indices 4. 5, 6 ... n du produit dies … ln; ils seront représentés par 


(ai bacs) x Œ dies ... G: 


La somme désigne ici le mineur de la troisième classe de A provenant 
de la suppression des trois lignes et des trois colonnes qui ont en commun 
les éléments du déterminant (aibsc;). Il est évident que les coefficients 
des autres déterminants du 5° ordre (aib;cs), (aibses) ... seront aussi des 
mineurs de la 5° classe obtenus de la même manière; en les désignant 
par Bies, Biza .…, il viendra le développement, 


A = (aibacs) Bie; -+ (asbacs) Bios +... -} (@n-sbn—iCn) Banatas 


Le nombre de termes du second membre est donné par l'expression 


n (n — Akak. F 


1,2,3 Rs 


1.2.3 ...1—3)=n! 


comme dans le déterminant A. 
Enfin, en continuant le même mode de raisonnement, on arrive à cette 
conclusion générale : Un déterminant de l'ordre n peut se développer 
suivant les éléments de p lignes ou de p colonnes, ce développement 
renfermant tous les déterminants que l'on peut former en groupant p à p 
et sans répétition les éléments de ces p lignes ou colonnes, accompagnés 
des mineurs de la classe n — p correspondants. 
Le nombre de termes que renferme ce développement est représenté 
par l'expression 
n(n — 1) TA i a ir: 


—p)==n! 
PRE 3..(n—p)==n 


1:23 pe 


Les déterminants què entrent dans ces diverses formules et dont la 
somme des ordres est n se nomment déterminants complémentaires. 

Dans le développement suivant les p premières colonnes, on doit attri- 
buer le signe + au premier mineur de la classe n — p; les autres auront 
le signe — ou le signe — suivant que l’on peut ramener les éléments des 
déterminants de l'ordre p aux p premières places par un nombre pair ou 
impair d'échanges de lignes consécutives. 

22. Il cst nécessaire d'indiquer quelques conséquences importantes 
qui résultent de cette loi de développement. 1° Lorsque, dans un déter- 
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minant de l'ordre n, les éléments communs à p lignes et à n — p colonnes 
sont nuls, il se réduit à un produit de deux déterminants dont l’un est 
de l'ordre p et l'autre de l'ordre n — p. 

On a, par exemple, 


(a b o o oj= 


“a b o o o 


M b, | €; dz ês |; 

Ca di € 
as Ds es ds € €s ds € 
da ba ée ds € 


a, bs Cs ds ês 


Qis Gig ** Aip o . o 

Qai a22 Up o (0) 

lpi ap ’ lpp o o 

Api, … … … Aphtpss … Apin 

Ani an? . . s. s. Ann 

=] G Qis “e Gip |>] pripr. Optipys ** Apin | 

LETI dao ... ip Ap4%p44 … ee Ap42%n 
dpi apa Fa Apn Anpy1t Anpys FE En 


En elfet, dans ce cas, il ne reste que le premier terme; les 
autres renferment des déterminants ayant une ligne de zéros pour 
éléments. 

2° Si, après avoir parlagé un déterminant de l'ordre 2n en quatre 
déterminants de l’ordre n par deux médianes, lune verticale et l'autre 
horizontale, tous les éléments de l’un d'eux sont nuls, le déterminant 


proposé est égal au produit des deux déterminants partiels adjacents à 
celui où les éléments sont nuls, 
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Ona: 
a b o o |=]a b es ds |; 
a bh o o CA à CA à 
az b; Cz d; 
Gi Ds ca di 
ai: bı a a A: 0 = | 4 b, Ci da la fi ; 
da b cs 0" 0 0 as Ds c ds es fs 
a; b; C3 O O O z bs C5 dé € fs 
Ga Da ea da ea h 
as bs ces ds es f 
ae be Ce de es. fe 
o © o h e fi =r « h a, «b, e, 
0 © O ds 6e fr da e fı as bs € 
0 © Oo ds 63 f ds e fs ae be cs 
nm O eo Ai G fi 
as bs cs ds es fs 
le be CG dé ĉe fs 


Cette décomposition correspond à p= n pour le déterminant de 
l'ordre 2n, et l’on a aussi: 2n — p =n. 

5° Le produit de deux déterminants d'ordre p et q peut toujours se 
mettre sous la forme d'un déterminant de l'ordre p + q. 

Par la propriété précédente, on a Pégalité 


a ĝi abh al=lai PB o o o 
ox b: az Ds C a? h o o o 
as bs c; W Yi b, a 

La Y A Les c: 

Xs Ys As bz cs 


où les quantités x et y sont quelconques. 

Si les déterminants sont de l’ordre n, leur produit sera représenté par 
un déterminant de l'ordre 2n. 

13. Développement d'un déterminant suivant les éléments de deux 


Www.rcin.org.pl 


= 9% — 

lignes horizontales et verticales qui se rencontrent sur un élément ays. 
Etant donné le déterminant 

A= | -a Qis a Ais o Gin 


Aa Q22 es. Qas s... An 


Dur TA EE Ms tt 


le développement suivant les éléments de la ri?" ligne et la s“”* colonne 
qui se coupent sur ays consiste dans la formule 

A = sys — BikaisaykBiks 
dans laquelle il faut attribuer successivement à à les valeurs 1,2,3 ... n 
excepté la valeur r, et à k les mêmes valeurs excepté la valeur s; de plus, 
Ays est le premier mineur de A par rapport à ays, tandis que By est le 
premier mineur de À,, qui correspond à l'élément aix. 

En effet, le déterminant A renferme d’abord une somme de termes 
ayant ays en facteur et représentée par a,,4,,; les autres termes de A ne 
renferment plus ays, et c’est pour ce motif que, dans 3,4, on exclut pour i la 
valeur r et pour k la valeur s. Or, un terme de A où ne se trouve pas 
ays doit renfermer un autre élément de la s®” ligne verticale, par exemple 
di, et un autre élément de la rf” ligne horizontale, par exemple ayx; il 
contiendra donc a;,a,; multiplié par un certain coefficient; mais, si on 
échange les colonnes s et k, a;a,x devient a,;ax, et le coefficient du 
premier produit sera égal et de signe contraire à celui du second, c’est-à- 
dire — Biz, Bi étant, comme nous l'avons dit, le premier mineur de Ays 
relatif à l'élément ax. Donc la formule précédente est exacte. 

Comme application, proposons-nous de développer le déterminant du 
4° ordre 

A =] au an Us au 
Qa Usa ss Ur 
Ass Use ss Qz 
Qu Gus is Au 


suivant les éléments de la première ligne horizontale et verticale qui se 
rencontrent sur y. On posera : r = s = 1, et la formule deviendra 


A = QÅ — Zaa,xB;x. 
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Dans la somme, on doit attribuer à 1 et k les valeurs 2,3 ,4, et l’on peut 
opérer comme suit : on donne d’abord à à la valeur 2 et à k les valeurs 
2,3,4; ensuite, on fait i — 3 et successivement k = 2,3,4; enfin, on 
prend i = 4 et l'on pose encore k — 2, 3,4. On obtient ainsi la formule 
développée 


A = nÀ — auityoBes — asis B23 — ar0iaBra — GsiioBie — A31013B33 
— Q310414Bsa — a41a12Ba2 — Qaili Bas — Asia Bas. 


En substituant aux mineurs B leurs valeurs prises sur A,,, et en tenant 
compte de leurs signes, on trouve finalement 


A = 4; | das Qas An, | — izz: | Ass aza F a21; az? Usa 
Ass Ass Asa das Use Usa ss 
az Qis Au 
— alis | Ass Ass | -031012 | Aas Asi | — A310143 | ss Qu Fasa | as ass 
ar Mis | Ais Au au dy an Gi 
— Aut | Ass Gas + anais Us Au | — iis | Gaz Gas |. 
asz Us Use Q54 Ass 55 


Le calcul du déterminant du 4° ordre est ainsi ramené à un déter- 
minant du 5° ordre et à une série de déterminants du second ordre. 

Ce mode de développement est surtout avantageux lorsqu'on veut 
calculer des déterminants de la forme 


Ayu yo ZX: . Ayu yo As Ti etc. 
Qz ss T: Qa yo Azs X2 
Ti Ta O0 ası Qss ss Tz 


Tı Te Ts o 


que l’on appelle quelquefois déterminants bordés. On opère le dévelop- 
pement suivant la dernière ligne horizontale et verticale. Pour calculer 
le second, par exemple, on devra poser r = $s = 4, et comme au = 0, 
la formule se réduit à 

A = — Žanr Bir; 
il faut attribuer à à et k les valeurs 1, 2, 3. On trouve ainsi : 


A = — anauBu — ai03Bi2 — aiassBis 
— anauBu — auaiB12 — auaisB:s 
— aztu Bsı — asiđBs: — azıassBsz. 
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Or, 
Qu = 4u = Ti, lu = ln = Te, Q3 = Us = T3 


et, de plus, 
An = | au de ais |: 


par suite, le déterminant proposé a pour valeur 

A=— [ei (as2a35 — G1553) -l LH (a11ü33 — Ayittys) - s? (araz _ GxiQ12)] 
+ vite (Aass — s1025 -H disdss — Assis) 
— Lis (as1a5s — asit -L Aistes — A2313) 
— des (11432 — Asili + Aides — Asaz). 


Si on applique la formule générale au déterminant 


A=] 0o žy zg 
—x o a b 
—y c o d 
—%. e f o 


par rapport à la première ligne horizontale et verticale, on trouvera 


A = dfx? + bey? 4- acz* — xy (bf + de) — xz (ad + cf) — yz (be + ae). 
44. Développement d'un déterminant en fonction de déterminants à 
diagonale vide. Soit le déterminant 


A = Qu M s’ Ain 


Qa Q22 ... Man 


Désignons par A, ce qu'il devient lorsque tous les éléments de la diago- 
nale sont nuls; on aura 


Ass] © dn o Gi 
a o Ain 
Ant LE o 
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On passe évidemment de A à Ao en effaçant les termes qui renfer- 
ment au moins un élément de la diagonale; les autres termes sont les 
mêmes de part et d'autre. Cela étant, pour repasser de Ao à A, il est 
nécessaire d'ajouter les termes qui manquent, Représentons par C; une 
combinaison č à ¿į des éléments de la diagonale, et par A7 le mineur 
de ^o qui lui correspond. La somme des termes à ajouter pour avoir A 


sera donnée par È2C;A#-* en attribuant successivement à č les valeurs 


1,2, 3... n. Il vient ainsi la formule 
A= À, + ZCA + XC,An-t + … 50, A? + Cne 


On n’a pas écrit le terme 2C,_,A;, parce que Aj =o. On peut aussi 


remarquer qu'il n’y a qu'une seule combinaison n à n et 
Cs = Mills s.. Anne 


Pour un déterminant du troisième ordre, on aura 


Un is is =| O an @s|+Han| o an|+Harn| o as 
Qa Q Mz au O az Use o än O 
Gsi azz z3 az Qz o 
= ass Le] Mie + Qualraäss. 
aa (6) 


Supposons maintenant que l’on ait dans le déterminant A 


Mnu = Ag = A33 = +e Unn = X, 


les combinaisons des éléments de la diagonale formeront les diverses 


puissances de g, ct la formule précédente devient : 
A = x" p 2-25 A? + A —E oe LySAN-I L Ao 
Par exemple, on a : 


x a b |= x — x (ac + be + df[) + ade- bef. 


é Ged 


e fF g 
x a b c = at p r? (a? + bp e + dHe l’) 


et 


— 4 x d e + (af — be + cd)’. 
—b —d x f 
—c —e —f x 
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25. Il serait intéressant de trouver une formule donnant le nombre 
de termes d’un déterminant à diagonale vide. Cette question se résoud 
en cherchant, pour un déterminant A à diagonale pleine, le nombre de 
termes qui renferment au moins un élément de la diagonale. D'après le 
développement d’un déterminant suivant les éléments d’une ligne, il y a 
(n — 1)! termes ayant l'élément a, "en facteur: c’est le nombre de 
termes du mineur correspondant; de même, il y a (n — 1)! termes 
renfermant l'élément azz, et ainsi de suite. Il en résulte que 


(a) n(n—:1)! 


représentera le nombre de termes contenant au moins un élément de la 
diagonale ; seulement, dans ce nombre, il y a des termes qui se répètent 
et il est nécessaire de les retrancher, Ce sont d’abord les termes où se 
trouvent au moins deux éléments de la diagonale. Soit, aysas..., un 
terme de cette espèce ; il se trouve une fois dans (x) parce qu'il renferme 
ai, et une seconde fois parce qu'il renferme 4&::; on doit done retrancher 
leur nombre de (x) pour qu'il ne s’y trouve qu’une seule fois. Mais ce 
nombre a pour expression 

tezdan 
le premier facteur est le nombre de combinaisons deux à deux des n 
éléments de la diagonale, et (n — 2)! représente le nombre de termes 
du mineur correspondant. Il vient donc cette seconde formule 


n(n — 1) 


(a') n(n — 1)! — E 


(n — 2)!. 

Il faut encore tenir compte des termes répétés. Un terme de A où se 
trouvent trois éléments au, as, ass de la diagonale est compris trois fois 
dans le premier terme de (&'), et aussi trois fois dans le second à cause 
des combinaisons deux à deux audes, Quass, @a24ss de ces éléments. Il en 
résulte que le nombre de termes contenant au moins trois éléments de 


la diagonale ne se trouvent pas dans (4) et on doit l’y ajouter, Ce 
nombre étant 


n(n — 1) (n — 2) 


(n —3)!, 
TE 
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l'expression («’) devient : 
n n- 


>B iia) 

1 Te = 2)! — É 
W) na D n ap E kaoga FAEN 
Considérons encore un terme 41ao:4sz44... de À avec quatre éléments 


de la diagonale; il est compris quatre fois dans le premier terme de 
(«!'), +3 — 6 fois dans le second, et > 

il s'y trouve donc une fois de trop, et l'on doit retrancher de («”) le 
nombre des termes de cette espèce; ce qui donne : 


= 4 fois dans le troisième; 
3 


n(n — 1)! — 2 i 1 es PAR" J + CPE D 
nn v. — 1)(n— 2)(n — 3) PR 


1224364 


En continuant ainsi on arrivera finalement à l'expression suivante : 


rs nt) T n(n—1).….3.2 
aae ent ere on Te + Le 
n(n— 1)... 3.2 i 
123% 00 
ou bien 
I I I (— r)! 
N—nt(i- 5 S A ae L zi ) 


Ce sera le nombre exact de termes du déterminant A renfermant au 
moins un élément de la diagonale, parce que l’on a tenu compte de tous 
les termes répétés dans l'expression primitive. 

Le nombre de termes d’un déterminant de l'ordre n étant n !, en 
retranchant N de ce nombre, il restera le nombre No de termes d’un 
déterminant de l’ordre n à diagonale vide; ce sera : 


Ro dE Ne ei à 


Sin = 3,4, 5 cte, on trouve Ns = 2,9,44, etc. 
46. Principe de l'addition des lignes. Etant donné un déterminant de 
l'ordre n 


= (aibcs FER ba) 
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ajoutons aux éléments de la première colonne n — 1 quantités p, q, r … 
comme l'indique le tableau suivant : 


A'= | uppg trpe bi eo a hie 
Ge + ps qe Hre + ba Ca «ee [A 
as + ps + gs Hrs + bs s see l; 


An + Pain Hrn ee b, Cn e.. jA 


Les éléments de la première colonne du déterminant A’ se composent 
ainsi d'une somme de n termes, et il est facile de montrer que, dans ce 
cas, À’ est décomposable en x déterminants à éléments monômes. En 
effet, en développant suivant cette colonne, on a : 


= (au + pat qu see) Au (aa + ps qu + eee) An ce 
H (an + pa + qu + ++) Ans 
A1, Az, .… étant toujours les premiers mineurs correspondants aux élé- 
ments de la première colonne. 
L'égalité précédente peut s'écrire 


A’ = (aA; + aA: + .. + anAn) + (pA + p:Å: + .. -}- PråAn) -+ 
(qA qua ee gAn) + e 


ou bien 


A'— as bi .… h -- pi bi ... l + VE bi s.. li +; 
a? ba ... [A p2 ba b.. la q2 ba s.. la 


Gn ba ooo ln Pa ba -o hn Ga Dn seo ha 
puisque les sommes entre parenthèses ne diffèrent de la première que par 
la substitution des coefficients p, q, ”, ... aux coefficients a. On a donc 
une somme de n déterminants de même ordre qui ne diffèrent que par 
les éléments de la première colonne, 

Supposons que les quantités p, q, r, ... soient respectivement les élé- 
ments des colonnes suivantes; tous ces déterminants, excepté le premier, 
seront nuls comme renfermant deux colonnes identiques; le déterminant 
A reste alors égal à lui-même. De là, cette propriété : Un déterminant 
reste invariable, lorsqu'on ajoute aux éléments d'une colonne ou d'une 
ligne les éléments des autres colonnes ou des autres lignes. Il est évident 

5 
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que cette propriété est également vraie, si, au lieu d'ajouter les éléments 


de toutes les autres, lignes on ajoute seulement les éléments d’une ligne, 
ou de deux, ou de trois, ete. 

Le principe de l'addition des lignes est encore plus général; on peut 
l'énoncer ainsi : Lorsqu'on ajoute aux éléments d'une ligne respective- 
ment les éléments d'une ou de plusieurs lignes, multipliés par des con- 
stantes quelconques positives ou négatives, le déterminant conserve la 
méme valeur. 

En effet, soit le déterminant 


A = | Ai bı Ci 
| 
ala ba Ce 
as bs cs 
Ajoutons, par exemple, aux éléments a les éléments b multipliés par 
Æ+ m ainsi que les éléments c multipliés par Æ n; il viendra : 
A' =j a tmb Enea bi cij 
a: + mb: £ ncs ba co 


as + mb; + nes bs cs 


Or, on vient de voir qu’un tel déterminant se décompose en trois autres, 
savoir : 
A=] a b a | + | + mb b a |4| Enea b c 


Ga Vs Ce | + mbe bè c +nie be ce 


äs bs Cs | <= mb; bs ĉs E NC; b; C5 


les deux derniers étant nuls, comme renfermant deux colonnes qui ne 
diffèrent que par un facteur constant, on a : A =A. Il est nécessaire 
ici, pour abréger, d'employer la notation symbolique 


(abe) — | a bi ci |; 
Qa bə Ce 
as bs C5 


la propriété précédente est alors exprimée par 


(a + mb + ne, b, c) = (abc) 
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et, comme cas particuliers, 
(a + mbh, b, c) = (abe), (a,b + ne, c) = (abc), 
(a + b, b, c) = (abe), (a, b, b -+ ¢) = (abc), 
(a+b +c, b, c) = (abe), (a+b, b, b+ c) = (abe), 
(a — b — c, b, c) = (abc), (a — b, b, e — b) = (abe). 


Par l'application de la règle précédente, on se rendra compte des éga- 
lités suivantes : 


(@ T 2 i 1|=14 t i t|[=4]=r =r r|=4|—2—r 1116. 
I—I—I I O—I1—I I —I I1—1 O I—1I 
I—I I—II O—I I—1 I—I—I O—1 —1 
I I—I—I O I—I1—1I 

(b) 4 3. 8|=2.3.4l1 1 21-2,3.4 CE e E E 

4 6 4 2 3 1 Oi Ar 
LO aa 4 3 4" —1 4 I 

()j1 11 4|=| o oro—|-2 34|—|7r 34|=|1 3 4|=—15. 
2.41% 8 —2 314 3—15 2—1 5 o —7 —3 
4 T2 13 3—125 —2 23 T AE On a ,3 
|2 4-2 rt en LE 1 

(12 2 2 10{(—=|0 o 2 o |=2]|2 o 10 | —480. 
I — I —I 5 A o — 1 10 6 — 6 — 30 
3—3 3 —15 6—6 3—30 Oo 2 o 
I I —I —5 O 2 —1 o 

(e) a -Ù 0e d|=la b c d = 2řabed 

—a b aß o 2b c+a d+f 
0 D e y o o 2 d+ 
—a —b —c d o o o 2d 

(Plorril=lo o o 1|——|1 —b a—bl——|1 —b a—b 
1O0ab 1 —b a—b b Ta—C —¢ o a+-b—c b—c—a 
1aoc t a—c —c € 1 b c o 2b b4c—u 
1bco 1 b ER.: = a? + b? Le? — 2be — 2ca — 2ab. 
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(g) 


(h) 


(k) 


(00 — 


Cl—=—(a+h+c)(b+e—a)(e+a—b)(a 4h — 6). 


a a | = (a — c) (b — d) (a — b + e — d). 


a p |—(a—a)(q — q')— (b — b') (p — p’). 


$ 2. 


MULTIPLICATION DES DÉTERMINANTS. 


27. Le produit de deux déterminants de l'ordre n est lui-même un 
déterminant du même ordre, dont les éléments sont les sommes des 
produits des éléments de chaque ligne ou colonne du premier par les 
éléments de chaque ligne ou colonne du second. 

Considérons les deux déterminants du troisième ordre 


A= | di bi Ce |, B= Zt Bı yı 
PA bs cs Le ße 72 


| as bs cs | LA Bs 75 


Appelons P leur produit; nous avons vu précédemment que l'on a : 


(2) 


P= ai bı Gi Oo 9 9 l 
az bə C o Le} [e] 
as b; G O0 0 
— 1 (0) O y A: Az 
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mais ce déterminant peut s'abaisser au troisième ordre, comme nous 
allons l'indiquer. Ajoutons à la première ligne la somme des produits 
des trois dernières respectivement par a1, bı, c; à la deuxième, la 
somme des produits des trois dernières par a», bz, C2; à la troisième, 
la somme des produits des trois dernières par as, bs, cs; il viendra : 


P—| o o o matbit eyi tasbare mas- bibs- cys |. 
0 o o mat bpiF eyi ones bare axes eys 
o o o asb- esy asaz- bsb: esye asas- bss- 6sys 
—I o o ai as 3 
Qi. Q Bu Be LA 
Orto yı 7: ys 


Or, ce déterminant est égal à — le produit des déterminants du troi- 
sième ordre adjacents à celui où les éléments sont nuls; en remarquant 
que l’un d’eux est égal à — 1, on obtient : 


P= | azi + bibi cs aae + bpi- eiye aias + bips + cry 
(2) asai + bapi + coyi aaa -p bapa + Coys asas + bals + Cays 
asa + bi + csyi ass + bsa + csye asas + bss + csys 

Les éléments de ce déterminant résultent, comme on le voit, de la 


multiplication des éléments de chaque ligne de A par les éléments de toutes 


les lignes de B. 
Le produit des deux déterminants peut encore être représenté par 


=| a b, A. o o'o 
Us ba Ce O0. 0. © 
az b; €; O e o 
— I o Oo % Bı 71 
0 —1 o as (a y: | 
o o —1 as b yj 


En effectuant les mêmes multiplications ct les mêmes additions que 
tout-à-lheure, on trouve cette seconde forme du produit 
P= | aa + bia: Mas upi + bpe + fs ayi + biy: + VE 
dadı +- becte + Cas aai + babe + cabs asya + beya + Csy3 
asa; + bsaa + Csæs api + CALE + CAGE ds} -+ bsy: -+ Css 


`, 
À 
yA 
A 
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Ici, les éléments de P s'obtiennent en multipliant les éléments de chaque 
ligne de À par les éléments de toutes les colonnes de B. 

Enfin, écrivons verticalement les lignes horizontales de A et appli- 
quons ensuite les deux règles précédentes ; on arrive encore à deux 
autres manières pour former le déterminant produit : 4° En multipliant 
les éléments de chaque colonne de A par les éléments de touies les lignes 
de B; 2° En multipliant les éléments de chaque colonne de A par les élé- 
ments de toutes les colonnes de B. 

On voit donc que le déterminant produit est susceptible de prendre 
quatre formes en général différentes, 

Lorsqu'on veut faire le produit de deux déterminants d'ordre diffé- 
rent, on doit préalablement transformer celui qui est d'ordre moins 
élevé de manière qu’il soit de même ordre que l’autre, Par exemple, on a 


Qi bi Ci æ Br = Us b, Ci . | I o [eo] 
az Ds c ag pe as Ds Cs o æa fi 
| @z bs C3 Qs bs C3 O Ge Be 


= | ü; bic -+ cf biaa -+ cb: 
as badi + cpi boxs -+ cofe 
äs bc —+- CAC bas -} CACA 


48. On démontre également la règle de multiplication par la décom- 
position du déterminant (+) en une somme de déterminants à éléments 
monômes. En opérant d’abord sur la première colonne sans toucher aux 
deux autres, il viendra trois déterminants où les éléments de la première 
colonne seront monômes ; dans ces derniers, en faisant la décomposition 
sur la deuxième colonne; on arrivera à neuf déterminants dans lesquels 
les éléments des deux premières colonnes seront monômes; enfin, en 
opérant sur la dernière colonne dans chacun de ceux-ci, on trouve fina- 
lement vingt-sept déterminants à éléments simples. Parmi ces détermi- 
nants, ceux qui correspondent à une permutation avec répétition des 
lettres a, b, c tels que 


Gus ide Cys |, LEA bibe bifs 
Gas UsXs Ces Mata bape bals 


ss Use Css Qz% bf3e b:Bs 
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sont tous nuls; il ne reste à conserver que les six déterminants renfer- 
mant les permutations sans répétition de a, b, c, tels que 


Gas bibe Ciys |, | Giai Cia bips | ete. 

asza bae cays aata cya baßs 

asc bB: Css asti Csya babs 

Ils renferment en facteur le déterminant A, et l’on peut écrire 
P=A XE, 

K étant un facteur qui ne dépend que des éléments du déterminant B. 
Cette relation doit être vraie quels que soient les éléments de A ; suppo- 
sons, dans A, les éléments de la diagonale égaux à l'unité et tous les autres 


nuls; on aura A = 1, tandis que le déterminant P se réduit à B; donc 
K == B; par suite, il vient 


P—A XB. 
Remarque I. Si Pon multiplie P par un troisième déterminant 
Ca 4 pu vw |, 
a Ua Ve 
ls Us s 


on trouve encore un déterminant du troisième ordre. En général, le pro- 
duit d’un nombre quelconque de déterminants, dont le plus élevé des 
ordres est n, est un déterminant de l’ordre n dans lequel les éléments 
sont des expressions rationnelles et entières des éléments des détermi- 
nants facteurs. | 

REMARQUE IL. Afin de former le carré d’un déterminant, on applique la 
règle de multiplication aux deux déterminants identiques 


Qi bi CG |, a; bı Ca f; 
la ba Ca aa b: Ce 
as bs cs as bs cs 


et il vient : 
a bi a= | abc aiaa- biba4 cica aas +-bibs + cc]. 
a bz C2 aias—-bibstcics abc asas- babs + cacs 
as bs € | aias- bibs 616s asas- babs- c20s az + b5+-ci 


Donc, le carré d'un déterminant de l’ordre n est un déterminant symé- 
trique du même ordre. 
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29. Comme application de la règle de multiplication, nous donnerons 
les exemples suivants : 
(a)ri As, B C |: xt 1x 
AS D'Or RS K : 
AD BTE LT ES 
— Ax + By + C Ax' +By' + C Ax” + By” +C 
A'x+By+C Vx By H Aa -By HO 
A'x + B'y+C”’ AH By HO A'a -4 By” -e 


(b) — a b c d|. 1 1 I I 
b —u d E — 1 — i I I 
c d — a b — 1 1 —1 1 
d c b —a — 1 I I —1 


= | —-a+b+e+d  a—b+ce+d  a+b—ce+d  a+b+c—d 
b—atd+e —b+a+d+e —b—a—d+4c —b—a+d—c 
c+-d—a+b —c—d—a+b — c+d+a+b —c+d—a—b 
| dÆc+b—a —d—c+b—a —d+e—b—a —d+c+b+a 
= (b+c+d— a)(c+d+a—b)] 1 I 1 a 
(d+ a+-6— c)(a + b4c—d) I 1 =I —1 


par suite, on a la relation : 


-—-a b c d|=—(b+c+d—a)(c+d+a—b) 
b —a a me (d+a+b—c) (a+ b+c—d). 
e d —a b 
d © b —a 


() | A—zx B” B’ .| AHzx B” P =| L—x? M” M’ 
B” A'—x B B? A’+zx B M” L'—x M 
B’ B A’"— x B’ B A”+s M’ M L'r 


= 20m (LAL EL) aL” — MO LL" M LL MER 
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où l’on a : 
L= A-4 B"! B, M= B'B” +B (A+ A’), 
L'— A+ B'2+ pt, M’ = BB” +B’ (A À"), 
L” =A" 4B -4B; M” = BB' -+ B” (A +A’); 


SNL W OM I) AM B P p 
M” L’ M p” A’ B 
M’ M | P B’ B A” 


Par ces valeurs, on voit que les coefficients K et L + L’ -+ L” du poly- 
nôme en x sont positifs; il en est de même du coefficient de æ°. Si l'on 
pose: x = b y — 1, le polynôme est toujours positif; il ne peut donc 
s'annuler pour une valeur imaginaire de x. 

20. Considérons maintenant les deux systèmes de coefficients 
a; b, Ci ces kı l LA Bi yi …. X4 À 
le be C2 oe’ k: la ag CA V2 nv. Xe Às 
entre deux traits verticaux pour les distinguer des déterminants. En leur 
appliquant la règle de multiplication qui précède, il vient le déterminant 
du second ordre 
CA + bfi + ciy He His ta + biha + cya + ++ + lihe 
azdı -+ baB + C7 He ls aas + bab: + Cape ++ laha 
qui jouit de la propriété de se décomposer en une somme de produits de 
déterminants du second ordre. En effet, nous avons vu qu’un tel déter- 
minant se ramène à une somme de déterminants du second ordre à élé- 
ments monômes. Si une mème lettre se répète dans Pun d'eux, le 
déterminant est nul; en réunissant les autres renfermant respectivement 
les lettres a et b, a et c, a et d, ete., tels que 
ais bihe | bpa Qiao 
Mı baba baba Q% Ces se 
chaque groupe renferme respectivement en facteur les déterminants 
(aiba), (aico), (ads), ..., accompagnés de coefficients qui ne dépendent 
que des éléments du second système. Nous avons done la relation 

Q = l (aib) -4 m (ases) + +++ r (bice) + + A t (kile). 

Afin de déterminer l, m, ..., supposons les coefficients as, be du pre- 

mier système égaux à l’unité et tous les autres nuls; les différents termes 


; ai Ciye |, Cas Gite 


ete., 


Q% C22 
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En à Dee 
du second membre s'annulent excepté le premier qui se réduit à l, car 
(aıb:) = 1 ; d’un autre côté le déterminant Q se réduit lui-même à 
dy a 


Br Ge 
done, l = (183). L'hypothèse a, = ce = 1 et tous les autres coefficients 
égaux à zéro donnerait m = (x172), et ainsi de suite. Il en résulte que le 
déterminant Q a pour valeur 

Q = (abs) (fe) + (a162) (172) + ++: + (bacs) (Baye) eee A (kila) (2122), 
ou, d’une manière abrégée, 

Q = Z (ab) (26); 
cette somme s'étend à toutes les combinaisons deux à deux et sans 


répétition des éléments donnés. 
En second lieu, prenons les deux systèmes suivants : 


, 


| Qi b, Ci … hi kı li VA] Bi 71 ess Ni Xi Ai 
üz ba Ca s. ha ke A Ze Be 72 eso Na Xe Aé 
a, by c .. h, k; l ds Ps Js e ns ts À 


Par la règle de multiplication, on arrive au déterminant du troisième 
ordre 
R=| uzib pipea mabi pepela masba Haa 
asair bpip -Hlal araa- b brp eela aas- bps- -Hlas 
azi b biH lsh asaba -Hls asas+b:b:-+ -Hls 


qui est égal à une somme de produits de déterminants du troisième 
ordre. En effet, en le décomposant en déterminants à éléments monômes, 
il arrivera qu’une même lettre se répète et, dans ce cas, le déterminant 
correspondant sera égal à zéro; ensuite, les déterminants renfermant 
des lettres différentes abc, abd, ..., auront en facteur respectivement 
les déterminants (a bz cs) (ai be ds) ..... , multipliés par des coefficients 
qui ne dépendent que des éléments du second système, Nous pouvons 
done écrire 


R = l'(@sbacs) + m' (aibad) + ++ H r (bicads) + ++ 4 t (hikals). 


Posons maintenant 
ü = ba = 0z = I 
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et admettons que tous les autres coefficients du premier système soient 
nuls; le second membre a pour valeur l’ tandis que le déterminant R se 
réduit à 

Q a Qz |; 


Bi PB fs 
ye 7e. ys 
par suite, 
l= (21ß27s); 
avec les valeurs 
Q; = ba = d; = 1 
et tous les autres coefficients nuls, on trouverait 
m' = (af5:9;); 


ainsi de suite. On a donc la relation 


R = (a1bs6s) (24PBeys) + (aibads) (ads) + ++ + (bicads) (B723:) 
+ avs (hikals) (nixshs), 
ou simplement 
R = 2 (abe) (ay), 

cette somme se composant de toutes les combinaisons trois à trois et sans 
répétition des éléments donnés. 

En continuant ainsi, on arrive à cette proposition générale : 

Étant donnés deux systèmes de coefficients de m lignes horizontales et n 
lignes verticales, m étant plus petit que n, 


ai Di € ses A as (a ye oe Alh 


[LE ba Ce …, LA 


da Be 7? ... h | 


Zm fs ym s Àm 
par la règle de multiplication, on forme un déterminant S de l'ordre m 
ayant pour valeur 


Um b m Om s. 14 


S= 2 (abc. …) (ay. …), 


celte somme s'étendant à toutes les combinaisons m à m sans répétition des 
éléments donnés. 
Comme eas particulier, avec les systèmes 


o fi A] 
as (2 y: 


(R b, Ci Il , 


as bi €: 
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on aurait l'égalité 
aa bi ciy: aiast biBa-+ cry: | = (aiba) (2182) + (aies) (21y) 
argibi + cayi araa -b:Br- crys + (bica) (1ye). 
De même, les deux systèmes 
a bi ca di ar B y à 
aa bə Ce d: as Po ya Ò: 


| as bs cs d: ds LA ys Òs 


conduisent à la relation 

aid biBiciyi+ did: aia bi peiye did: asbl, + ciy5+-dids 

asai- bals + coy dð: as034-bafiet-coyat- dada aras- bs cesy- did 

asa itb: esy d:d: asas +-b5fat-csyet-dds asas- bps eys dsds 

= (abac) (apay) (aibads) (x18053) (aicsds)(axy:d5) 4-(bicads) (B1295). 
21. Supposons que les deux systèmes d'éléments soient identiques; 

les formules précédentes donneront pour Q, R, S des déterminants 


symétriques décomposables en une somme de carrés. Ainsi, avec des 
systèmes à deux lignes composées des mêmes éléments, l’on a : 


a+ out bte HU, 
aa, +b,b,+ Hhh a+ bi + + 
= (aiba)? + (ac)? + + = E (ab). 


Cette relation exprime cette propriété : Étant données deux suites de 
quantités en méme nombre a;, bi ... li; us, bz, .… lo, l'expression 


(abt ve HD (at BE ee UE) — (aa, + bb, ee HU 
est toujours décomposable en une somme de carrés 
(aibs = asb)? (aic — asc) + (aide = aad,)? + CE (kila — kal)? 


obtenus en combinant deux à deux ces quantités. 

Les systèmes 
a b a d a b © di 
az D: © d: az Ds c d: 


alz b; C3 ds a; b; C5 ds 
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conduisent également à la relation 
a + bi + ci +d aa, + b,b, + cc + did, aa; + b,b; + c6; + d,d; 
a, + b,b, + cc, + d,d, ai + bi + ci + d aas + babs + ces + did, 
aas + bibs + cc, + dd, aa, + bb, + cc; + did, a3 + bi + 05 + di 
= (aibecs) + (aibeds)? -+ (acad:)? -+ (bicads)?. 
Enfin, pour terminer, nous ferons encore remarquer que la règle de 
multiplication appliquée à des systèmes où le nombre de lignes est plus 


grand que celui des colonnes conduit à des déterminants qui sont nuls. 
Par exemple, étant donnés les systèmes 


t bı 1 Bi ` 
a b: a B: 
as bs az [CA 


en leur appliquant la règle de multiplication, on trouve le déterminant du 
troisième ordre 


au bifs aa: + bpe aas + bips 

asai + bar axa bis aas + bals 

asaı bi asus be asas + bp 

qui est égal à zéro; car il représente le produit suivant : 
a bi o kel ai à o 
a bh o a (à o 


az bs Oo As Bs [e] 


$ 5. 


DÉTERMINANT ADJOINT; DÉTERMINANT AU PRODUIT DES DIFFÉRENCES ; 
DÉTERMINANTS SYMÉTRIQUES . 


22. On sait qu'un déterminant de l’ordre n 
A =| di bı Ci s A 
a by Ca seo LA 


a; b; g so ls 


nb ie, PE 
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possède autant de mineurs de la première classe qu’il renferme d'’élé- 
ments, et l’on peut former avec ces mineurs le déterminant de l’ordre n 


d'=| A B Ci … L 
As Bi CL 
A; B; C3 .. L; 
À, B, G ..4 L, 
que l’on appelle déterminant adjoint ou réciproque du déterminant donné. 


Nous allons étudier les relations remarquables qui existent entre un 
déterminant et son réciproque. Nous commencerons par établir la rela- 
tion 
A =A. 
Si l’on forme le produit de A par A’, on trouve 
AA’ = | mAb Bi Heel a A-Hbi BaH H liee a An bibi ils 
MT HTa hé T nee bi Éd 


AE HE Li ETEO RS RES fa L, 


Or, nous avons vu que les sommes appartenant à la diagonale, et où les 
indices sont les mêmes aux petites et aux grandes lettres, ont pour valeur 
À, tandis que toutes les autres sont nulles. Le déterminant qui précède est 
donc égal à A”, produit des éléments de la diagonale; par suite, l’on a: 

A, A' = A”, lou Af= A, 

Ainsi, le déterminant adjoint d’un déterminant de l'ordre n est égal à la 
(n — 1) puissance de ce déterminant. 

23. Les mineurs du déterminant réciproque s'expriment aussi au 
moyen de À, comme nous allons le démontrer sur un déterminant du 
cinquième ordre seulement, afin de simplifier l'écriture; la démonstration 
s'étendra d'elle-même à un déterminant de l’ordre n. Soient donc 


A= | a b a d |, A=] A B Ci D, E; 
as ba C2 d: e As B C: De E: 
as bs cs ds € As B; Cs D; E; 
Gi Da © di € As B Ce D E 
as bs cs ds es As Bs Cs Ds Es 
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On a la relation 


Appelons M, le premier mineur de A’ correspondant à l'élément A. 
On aura 


M;—| B C D, 
Bs Cs D; 
B, C, D, 
Bs Cs D; 


En multipliant M, par A, on trouve 


AXMi— | a, Ar-H biB-H o AsH bBo @iAs+-biBa+. , As + bi Bs +. 
az, a2A2-}b:Bo-H e GoA5 bb; +. @eAs+-beBs ++. as A5 + bB- 
as, GsAs—b5Bs +. G5A5+-bsB; + a5As+- Bi, a5A5+-b5B; -4 -+ 
aa, dAo-H bBo- as bise, aa baBi ee AAs baBs +. 
as, asAs-}H bB: asAs-HbsBs-H+ > asAs+bsBi- o asAs-tbsBs + + 

ou bien 
AXMi= | & o ‘o ‘o o'|'=\à; A; 
&GuA "eo, e AD e) 
a Oo À o 
Moi :01.,1A,310 
4 o o o 
par suite 
M: = a; A5, 
et, pour un déterminant de l’ordre n 
Mia: a 


En second lieu, désignons par Me le second mineur de A’ obtenu par 
la suppression des deux premières lignes et des deux premières colonnes ; 
on peut écrire 


f 
Í 


o o 


o 
I o o (0) 


B; Cs D; E; 
B, C D, E 
Bs Cs D; Es 


WwW:rCin.org.pl 
NE 


SL 
La multiplication de M: par A donne : 


M: XA =j a, b, ass mA peo As |, 
as, ba, Geste, adape asAs e 
as, Ds, asås-H eo asia eo  a;As +. 
A E E EEEN A Mb 
as, bs, assen asAs peo asAs +. | 


ou bien 
MX A—|a@& b o o o |= (mb:) A5. 
4 b o o o 
as b A o o 
“naos o 
as bs o o 
Donc, 


M: = (abs) A?, 
et, pour un déterminant de l’ordre n, 
M: = (aiba) AS, 
En troisième lieu, soit N troisième mineur de A’ provenant de la 
suppression des trois premi: ss lignes horizontales et verticales, on aura : 
M: =| D, E 
D; Es 


== I o o 


o I o 


Ce O o PN: P e P: 
As B C D, E 
As Bs Cs D; E; 
En multipliant encore M; par A, il vient 
M: X A = | a, bi, ©, aidit eno aAs+. |, 
de, ba, Ca, aAa e aas- e 
as, bz, €s, GA, asAs-p +e 
dus De, Ca, Gas adseo 
as, bs, Cs, asha ee ass- 
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c'est-à-dire, 


MX A=—=| a b © o o |= (asbscs) A?; 
ds br © © © 
as bs € o o 
Gi tbi À a 
as bs cs o À 


par suite, 
M; = (abses) A, 


et, pour un déterminant de l’ordre n, 
M; = (aibacs) Ant, 


Nous pouvons maintenant énoncer cette proposition générale : Tout 
mineur de la classe n — p ou de l'ordre p du déterminant adjoint est égal 
au mineur complémentaire correspondant pris sur le déterminant primi- 
tif multiplié par la (p — 1)" puissance de ce dernier. 

En réunissant les résultats précédents, on a le tableau suivant qui 
résume les belles relations entre un déterminant et son réciproque : 


(AiBaCs s+ Kaila) = A-5, 
(BaCs <e Kai Ln) = di AnS 
(C:D4 d.o Kn—iLn) = (aiba)A"=5, 
(D, ... Knal) = (aibacs)A"T#, 


(Kanila) = (aibacs te. in-)A;, 
LE, = (aibacs ... kni), 
A =- (aibscs … kasih). 


Remargue I. Dans la démonstration nous avons considéré les mineurs 
correspondants à la suppression des premières lignes horizontales et verti- 
cales; dans ce cas, les signes sont positifs au second membre. Lorsqu'il 
s’agit de mineurs quelconques du réciproque, les relations précédentes ont 
toujours lieu et le second membre aura le signe + ou le signe — suivant 
le signe du déterminant qui s’y trouve, considéré comme complémentaire 
du déterminant du premier membre où les grandes lettres sont rempla- 


cées par les petites. 
q 
b 
eT, CIN 


TENA Ua 
AA 


G s 
a a, 


-E ee 


Ainsi, pour le déterminant du cinquième ordre qui précède on aura : 


ås Q Dh | = — | bi e | A*. 
ås GG D: be e: 
As Cs Ds 


Le déterminant du second membre est le complémentaire de 


3 C: de 
a Ca ds 
as Cs ds 


En ramenant dans A par des échanges de lignes et de colonnes ces élé- 
ments à occuper les premières places, on trouve que le complémentaire 
doit avoir le signe négatif. 

On vérifie de la même manière que l'on doit écrire 


A: Ce | = À b di & 
| A4 CG bs d; ês 
bs ds ês 


REMARQUE I. Lorsque A = 1, le réciproque A’ est aussi égal à l’unité. 

Si A = o, le déterminant réciproque ainsi que ses mineurs des diffé- 
rentes classes sont nuls. En particulier, les mineurs du second ordre 
donnent les relations 


ABe Fe A2B;, = 0, AC: <a> A:C;, = 0, AD, — ÅD; = 0, ete. 
ABs — A;B, = O, AC; — AC = 0O, AD; — AD; = O, etc. 


d’où l’on tire 


== ———— —— 1 


De même les relations 
ABe ak AB; = O, A Bs — A:B; = O0, AB, — AB: = 0, cete. 
AC: — AC: = 0, AC; — A;C: = 0, AC — A,Cı =0, etc. 
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donnent 


Donc, lorsqu'un déterminant s'annule, les mineurs de la première 
classe relatifs aux éléments de deux lignes ou de deux colonnes quelcon- 
ques sont proportionnels. 

24. Délerminant au produit des différences. Soient n quantités quel- 
conques a, b, c,... k,l; formons un déterminant renfermant comme 
lignes les puissances de ces quantités depuis o jusqu'à n — 1; ce sera 


^ = I I I isy I I 
a b c k l 
a? b: c k? 1° 


až b5 cë Ae k5 TAA 


ant Gr gi as pmi j 


Il jouit de la propriété de s’annuler lorsque deux quelconques des n 
quantités sont égales, par exemple, si l’on pose : 


a=b, a=c¢..., a—=1l, b—c, b—d, etec, 


puisque deux colonnes deviennent identiques. Il en résulte que A doit 
renfermer en facteur toutes les différences que l’on peut former avec la 
suite 

H E EA H 1 


en retranchant de chaque lettre toutes les lettres suivantes. Le produit 
P de ces différences sera 
P = (a — b) (a — ¢) (a — d) ... (a — k) (a — l) 
(b — c) (b — d) ... (b — k) (b — 1) 
(e — d) ... (c — k) (e — 0) 
(h— k) (h — l) 
(k— l). 
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Le déterminant A est égal à P en valeur absolue, En effet, le degré de 
A par rapport à a, b, c .… l est égal à 


Laen. 
1:2 


142434 +n 


comme on le voit d’après son terme principal; c’est aussi le degré du 


produit P qui renferme dam différences; done P et A ne peuvent 


différer Pun de lautre que par un facteur numérique. Afin de déter- 
miner ce facteur, remarquons que le terme principal de A a pour 
expression 

PU A aT a ETS 


Le terme correspondant du produit P s'obtient en considérant les 
colonnes, et l’on trouve 


(— 1)b.(— 1) è . (— 1) dè e a (— a) nt, (— 1)! b. 


Il a pour coefficient 
n(n—1) 
(— Htet D (— ae 


Par conséquent, l’on aura 
A=+P, 
n(n — 1) 


suivant que —— sera pair ou impair. 
2 


Cela étant, le carré de A représentera le produit des carrés de toutes 
les différences des n quantités données. En formant ce carré, par la 
règle connue, on trouve 


A? — 141i- es a+ bpn a+ b? -p eee Qui pat Es 
a-b- en bites, a LL. a" + br + 
ab? + ET LE PAi à .… AT EL 
bee 5A Mag de F e paie ab Sr | 
Posons, pour abréger, 


s = ai + bi Lei ee l, 
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il viendra : 


At = So Si Se nt | 
Sı Se 83 . Sn 
82 83 Sa ... Sna 


Sni Sn Snys ++. Sèn_e 


Les mineurs de A s'expriment aussi au moyen des carrés des différences. 
Considérons, en premier licu, les deux systèmes identiques 


LOUE ses 


PA IRAE 


ms) 


Par l'application de la règle de multiplication, il vient : 


pie ab R “tir r4 
ab, a 


par conséquent, lon a, pour le mineur du second ordre, 


=(a— 0} + (a +a — d) = Efa — b) 


80 Sı E; 


a b 


= EX l'E 


a d 


+ e.. 


S1 82 a € 


So ŝi 


ou la somme des carrés de toutes les différences. 
En second lieu, les systèmes 


arbres oh 


a? b? … B 


w LE CLR 


ONE OUT 


conduisent également au déterminant du troisième ordre 
SERRE, n°4 ht 
mb ahb nu, bb 
ab... a? + b5 + …, at hs -p e 

SEE 0 Pl 5 à Eaa lt -rrete: 


= | So Uu Se | —= 
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c’est-à-dire, 


So S 82 | —=(a—b} (a — c)? (b — c)? + (a — b)? (a — d)? (b — d)? + + 
81 S2 S = È (a — b) (a — c}° (b — c)’. 


Sa 8: Sa 


Ce mineur du troisième ordre représente donc la somme de tous les 
produits trois à trois des carrés des différences. En continuant ainsi, on 
exprimera les mineurs des différents ordres de A? en fonction des carrés 
des différences des n quantités données. Toutes ces relations nous 
seront utiles dans la théorie des équations. 

Avant de terminer ce sujet, considérons encore le déterminant 


A=| I I I I 
a b c l 

a? b? e? p 
av? br-2 cv? dr2 

a br e VAN 3 


où nous supposerons r compris entre n — x et 2n. Il s’annule dans les 
mêmes conditions que À, et il doit renfermer en facteur le produit P, 
c’est-à-dire que A; est toujours divisible par A. Pour le calculer, on le 
développe suivant les éléments de la dernière ligne. On a : 


Ai = wA, + b'B, + eC, +... + FL, 


Ar, B, etc. étant les premiers mineurs correspondants à a’, b” etc.; ce 
sont des déterminants de l’ordre n— ı et de la forme de A; on sait 
écrire immédiatement leurs valeurs. 

Il existe une autre méthode de calcul que nous allons indiquer. Soit la 
relation connue 


(x—a)(x — b) (x — c) ... (x — l) = r" + Part Qar- Ras ES 


où P représente la somme des quantités a, b, ... l, Q la somme des 
produits deux à deux, R la somme des produits trois à trois, etc. Comme 
le premier membre s’annule pour x = a, l’on doit avoir 


a" + Part -+ Qa- -+ Ra + ES = 0, 
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Re 
ou bien 


Q" = — Pa“-1 so Qar- ee Ras Sn ton S 


et on peut écrire une relation analogue avec b, c, ... l. Si on multiplie 
les deux membres par a~”, on trouve 


a = — Part — Qar-? Dm 2 — Maras — ss — Sa", 


Cela étant, dans la dernière ligne de A4, on remplace a" par cette 
valeur, et b", c” etc. par des expressions analogues en laissant les parties : 


— Lan... — Sa", — Lbhr-3... — Shr-" ete. 


car elles contiennent des éléments de A, multipliés par des constantes, 
et leur suppression ne change pas la valeur du déterminant. 


Par ce procédé, on obtient successivement avec un déterminant du 
quatrième ordre, 


ttt rrjs I I I I E E E L E: 

a b co d a b c d a b c d 

a b e d a? b3 o’ d? a b e d? 

af b’ ct d’ — Pas — Pb5 — Pe — Pd’ a%,,05 : 05: d' 

De même 

rrai r= I I 1 

ebcd a b c d 

a? b? c? d° a? b c? d? 

aë bë c d” — Pat — Qa — Ph — Qb? — Pet — Qe? — Pdt — Qd* 

wpe sx rS] a S eeMa rer x 
abc d a b c d abcd 
a? b? cè d? a? bc odt a ,0? c?.d' 
af bt ct d’ as b5 c d’ as b5 c d’ 


En remplaçant P et Q par leurs valeurs ainsi que le déterminant par le 
produit des différences, on obtiendrait la valeur algébrique des détermi- 
nants proposés. 

25. Déterminants symétriques. Dans la théorie des déterminants sy mé- 
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UD 


triques, il est nécessaire d'employer la notation à double indice, Soit 
donc un déterminant de l’ordre n sous la forme 


A = Qi se Qizg oo Qin |: 
Qi Qaa (es s.e Qan 


Azi Q2 Ass ..e. Asn 


Ani Ang Ang ++ Am 


Nous savons que la symétrie est exprimée par la relation 
Ars = Aire 


Une relation analogue existe entre les premiers mineurs; car en déve- 
loppant A suivant la me ligne et la m°è™e colonne, on a : 


Am Ant =} Ame Ame — ams Å ms + ... + Amn Ann mn A 
Uim Aim Es lim Am -= Usm Åsm + .. + Unm An = A. 


Si on retranche ces égalités membre à membre en tenant compte de la 
condition @,, = asr, il vient 


Gmi (Ami — Aim) + ame (Ame — Aom) + e.. + amn (Amn — Ann) = 0; 


cette relation devant avoir lieu quels que soient les coefficients a, on en 
conclut que 
Am = Aim ÅAm= Aom, ete. 
et, en général, 
An = Ar. 

Il en résulte que le déterminant adjoint d’un déterminant symétrique 
est lui-même symétrique. 

Le développement d’un déterminant symétrique s'opère avec avantage 
par la formule 

A = ars Års — È ais ax Bix. 


Posons : r = s = n, et appelons B le mineur correspondant au dernier 
élément ann; on aura 
A = Gun B — È ain Qn Bi, 


et, dans cette formule, on devra donner à i et k toutes les valeurs 
I, 2, 3 ... — 1. Pour des valeurs égales de ï et de k, par exemple, pour 
i = k = p, on obtient un terme de la forme aoanpBpp = a°npBpop. Si l’on 
prend des valeurs différentes, par exemple, i = p, k = c, on trouve le 
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terme apn Ans Boz; On obtient encore le même terme en échangeant ces 
valeurs, c’est-à-dire, en posant: t = 6, k = p. Il en résulte que la formule 
précédente, pour un déterminant symétrique, peut s'écrire 

A = aun — Zał pBpp — 2Žanp AnsBps. 


Appliquons cette formule à quelques exemples. Avec la condition 
Qrs = Asr, ON aUTa : 


4° | an a ass | =ass| a ars | — a}; aog — 03 sai, F 2a,,a,,0,;. 
Gu Use Mzz aza A 
Qz As2 ss 

2° |an aiz Gis X | = — T} (Ogatss — 033) — T3 (a,,as; — Ais) 
des Az Que Xa | — T3 (aa, — Aia) + 2x7, (0,205 — a,,a,s 
Gsi Asz Ass Tz — 281; (a123 — Ases) 
Ly V2 zy O -H 2828s (M41aa5 — M12015). 

5° |an a as Qu £i | = — (B 2} + Bax: + B323 + B,,xi) 
Gs1 ss os Usa Ta — 2Biotite — 2B1504T 5 — 2B1aT Ta 
si Qz: ss Usa Tz — 2lastals — 2Ba4tals — 2Bsat5Ta. 


Lı Xe Tz T4 O 


Les coefficients B représentent les premiers mineurs da déterminant 
des coefficients a; ce sont des déterminants du 3° ordre que l’on doit 
calculer séparément. 

Enfin, on trouve encore par la même formule, 


x y zw|—zx|x y z| — w? (xt? — w)— z (x? — z?) — y (xt — y!) 
yrwz y x w| + 2wz (xy — zw) 

zwsy z w x| — 2wy (yw — xz) + 2yz (wx — yz). 
wzy 


26. Reprenons le déterminant symétrique (ars = as) 
A= | an U Us Tı 
Ass Qz Qes T2 
Ass se Asz; Ts 


Tı Xe Ü; O 
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et supposons que l’on ait : 


B= | Qu Gi Us | —=0; 


(2) 


au ss Azz 
Q34 Gse ss 
sa valeur se présentera sous la forme 


A = — B isf — Br — B,,2; — 2B,,2,x, — 2B,,2,2; — 2B, 51,8. 
Mais, en vertu de la condition (x), il existe entre les mineurs de B les 
relations 
Bu Bye Bis Bı; Bie Bis Ba: Bo Bes 


(a) — = — = — — = — = — y —— Á. E e O 


Bu Bas Beas Bs1 Bss Bss Bz; Bs: Bss 


D'où l’on tire, en remarquant que B,, = Bs, 


(2°) Bis = yV BiB22, Bis = yV BiiB55, Bz; = y Be B55, 


par suite, l'expression de A devient : 
=— (B xi + Bret + Br H21 R,,B,,-2,7,+2 yB, 1Bs3 * V423 
+21 B,Bss * 2:85), 


A = — (xı Y Bi +2: y Bar- as y Bss). 


Ainsi, lorsque B est nul, le déterminant symétrique se réduit à un 
carré négatif, si les mineurs B, Be, Bss sont positifs, et à un carré 
positif, si ces mineurs sont négatifs. Cette conclusion est encore vraie, 
lorsque le dernier élément de A n'est pas égal à zéro, parce que B étant 
nul, la formule du développement perd encore son premier terme. 

D’après les relations («”’), il suffit pour déterminer les mineurs d’un 
déterminant symétrique de calculer, par la méthode ordinaire, les 
mineurs relatifs aux éléments de la diagonale; la valeur absolue des 
autres s'obtient ensuite par lextraction d’une racine carrée. Les radicaux 
qui entrent dans les formules précédentes doivent être affectés des 
signes +. Le choix de l’un des signes doit se faire conformément aux 
relations (x); en vertu de celles-ci, les signes seront fixés dès que l’on 
connait les signes des mineurs relatifs aux éléments d’une ligne, par 
exemple, les signes de Bi, Bis, Bis. 

L'expression de A doit done s'écrire 


= — (+ xı y Bn £: y Brr xs Bss)’, 


ou bien 
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ne c 


en remarquant que, pour extraire la racine carrée, il faut prendre les 
valeurs absolues de Bu, B22, Bss, et choisir ensuite les signes comme on 
vient de le dire. 

Comme exemple, considérons le déterminant 


A= | x 


s 10.15. 22, 28 
D'après sa forme, il convient de le développer suivant les éléments de 
la première ligne horizontale et verticale. On trouve ici 
B—| 1 3 6 ro | —0. 
30 HO IO 
10, 75-21 
10 15 21 28 


Le calcul direct donne 


Bı =— 1i, Be——9, Bs =— 9, Bu——1 
Bia—+3, Bs =— 3, Bu =— 1. 
Par lextraction de la racine carrée et la règle des signes, il vient 
ensuite ; 
Bas =+9, Bu—+3, Bs = — 3; 
par suite, on a 


A= H n + gas — ge — om) 

Il est nécessaire d'insister sur les résultats qui précèdent, et d’en 
faire ressortir une conséquence importante. Désignons par A un déter- 
minant symétrique de l’ordre n; par Dı le premier mineur provenant de 
la suppression de la dernière ligne et de la dernière colonne; par 
D2, Ds, ... D,_, les mineurs des classes plus élevées en supprimant tou- 
jours les dernières lignes horizontales et verticales. Nous venons de voir 
que, si D; = o, le déterminant A et le second mineur D, sont de signe 
contraire. Or, la suite 

À, Dis Ds, Ds, o0. Dhs 
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= D 


représentent des déterminants de différents ordres, mais tous symétri- 
ques, et la propriété précédente aura lieu entre trois déterminants con- 
sécutifs 

Du, Di, Dipi 


de cette suite; si l’on a D; = 0, les mineurs adjacents D;_, et D,,, doi- 
vent être de signe différent. Cette remarque nous sera utile dans la suite. 

27. Déterminants symétriques gauches. On appelle déterminant symé- 
trique gauche un déterminant dans lequel les éléments conjugués sont 
égaux et de signes contraires; en vertu de cette définition, les éléments 
de la diagonale qui se correspondent à eux-mêmes doivent être nuls. 
Ainsi les déterminants 


o a b |=0, o a b c | = (af — be+ cd) 
— a o c — a o d= e 
|—b —c o —b —d o f 
—ct —e —f o 


sont symétriques gauches. 
En multipliant chaque ligne du premier par — 1, on trouve 


o —a —b |, 
a © —c 
b c o 


C’est le même déterminant; les lignes verticales sont devenues horizon- 
tales, mais sa valeur reste la même; d’un autre côté, comme on a multi- 
plié par (— 1)ř, il doit changer de signe; par conséquent, ce déterminant 
est nécessairement égal à zéro, et, en général, tout déterminant symé- 
trique gauche d'ordre impair est nul. 

Formons, dans le second, les premiers mineurs de + a et de — 4; 
ce sont : 


| — a d'os, a Din 
— b LE — d Ce 
—c —f o —e —f o 


Ils ne peuvent différer que par le signe, car en multipliant chaque 
ligne du second par — 1, il devient identique au premier. On a done la 


relation 
Are (— p Asr: 
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= 8b 
Si le déterminant symétrique gauche est d'ordre impair, il faut prendre 


Ar = À, 
et s’il est d'ordre pair 
Ars = — År. 
Dans le premier cas, le déterminant adjoint est simplement symétrique 
et, dans le second, il est symétrique gauche. 
Considérons un déterminant symétrique gauche de l’ordre n 


A= o ae Gi es “in 
— a! Le) das . llan 
— Q3; — Un o . Asn 
h. a : us T CAL 


Nous venons de voir que, si n est impair, À = o; nous allons maintenant 
démontrer que tout déterminant symétrique gauche d'ordre pair est un 
carré positif. Posons : 


B= Oo Qis Qis + ini 
— ds: o Us sse Qni 
= tl —— tS e. O0 


C’est le premier mineur qui correspond au dernier élément de A; il a 
pour valeur zéro, comme étant un déterminant symétrique gauche 
d'ordre impair, et par suite, on aura : 
Biz = Ba = V BuBes, Bi; = By = y BuBss ete. 
En développant A suivant les éléments de la dernière ligne horizontale 
et verticale, on trouve, par la méthode employée dans la théorie d’un 
déterminant symétrique, que le développement est un carré dont les 
premiers termes 
ain Bu + an Bee + Ris 
sont positifs avec By, Bee; car le terme 
Ce AnpdpnBop na Sie a Bpo 
d’un déterminant symétrique devient ici 


— (— unpa pn) Bop = + Gp Bpp » 
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Or Bu, Bae sont des seconds mineurs de A et de l'ordre n — 2; l'expres- 
sion précédente sera donc un carré positif, si un déterminant symétrique 
gauche de l’ordre n — 2 est positif; mais on peut développer B;4, Bas … 
comme À suivant une formule ne renfermant que des déterminants de 
l'ordre n — 4, et ainsi de suite, On arrivera finalement à des détermi- 
nants du second ordre tels que 


o Gi 


| "os, Q 


qui sont positifs. En remontant de proche en proche, on en conclut que le 
déterminant symétrique gauche proposé est nécessairement un carré positif. 

On considère encore des déterminants symétriques gauches où les zéros 
de la diagonale sont remplacés par une même quantité; on les appelle 
déterminants symétriques gauches à diagonale pleine. Un tel déterminant 
est donc de la forme (ars = asr) 


A — x ie Qis ... Qin |° 
— Mz x as ... An 
— Ag} — Q33 x s... Gin 
—— Ga! — Ans — ûn3 ... x 


Afin de le calculer, on prend la formule 
A = Cn + 2Cr AË + 2C,_5AË + + CAN HE As; 
on substitue aux combinaisons C les diverses puissances de x, et en 
remarquant que les mineurs d'ordre impair de A, sont nuls, il reste 


A = x” +p x-25 4? -} x""iZ AS vous 
On trouve ainsi pour ar = asr 


x£ ai ais | =x (a, Lai, +ai,)x. 


= x ds 
si] — On © 
T LE Qis Aya =g 4r (ai, ai, + ai, Has, Has, +ai,) 
mrt < as Qua FH (tia — lista, FH ta)’ 


— a T Qz 


— h — dis m 
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28. Délerminant symétrique où les éléments de la diagonale sont 
augmentés ou diminués d’une même quantité. Considérons un déter- 
minant de la forme (dr, = asr) 


A = Qu -Hx aie Qis … Gin 
az Age x Ass ss Aan 
azı Q5e ass +x ... Azn 
Qni Ane Ans s.. Ann x 


Pour arriver à la loi de développement de ce déterminant, cherchons 
sa valeur dans le cas particulier du déterminant du troisième ordre 


A =| an+ Ge aiz 
GETI ass + x ass 
CET as: üss -+x 


On a successivement : 
A= | au: Uie aiz + x 


du Qu +x a23 


a: -+ x Gas 


G52 ass + x 


KET üzs as -+x | 
=| an M: ts -Ha | au as Fa | ar: ass +r? (ass x) 
Q21 Q22 Qes KETI ass- x as2 ass} x 
Ass Q32 ass- x 
= | au @ Ms | Ha) an Us +a Qi dis + ax? 
Q21 Q22 Qz a2 es Gsi @sz 


Az se Ass 


+e — aza? 4- asss? + x. 


a22 Qes 


G5s2 Ass 


En ordonnant par rapport à x, il vient finalement 


A= | au Ge Gus | {| Gus Ge |+| au ais |+] ar as |) x 
Ass Qz es Q Qz Qz ss Gs2 üss 
si Qz ss + (au azs + ass) £? + x. 


Done, le coefficient de xë est l’unité; le terme indépendant de x est la 
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valeur de A pour x = 0; le coefficient de x est la somme des premiers 
mineurs du terme indépendant obtenus en groupant deux à deux les 
éléments de la diagonale, tandis que le coefficient de x? est la somme des 
seconds mineurs correspondants aux combinaisons une à une de ces 
mêmes éléments. 

L'analogie conduit à la règle suivante pour le développement du 
déterminant À de l’ordre n. Posons 


= | 


Qi Qiz oo. in 


Uni Ang ».. Ann 


Le déterminant A est un polynôme du degré n en x dans lequel : 4° Le 
coefficient de x" est l'unité; 2 le terme indépendant de x est Ao; 5° le 
coefficient de æ? est la somme des p'?" mineurs que l'on peut former en 
mettant diagonalement les éléments de la diagonale de As groupés 
n—pân—p. 

La même loi s’applique au développement du déterminant (a, = asr) 


A = Gui — ZX Ga s... Ain 
Ga: Qoa — T s.. Onn 
Ani Ana … Ann —X 


en tenant compte du signe — qui se présentera dans les termes renfer- 
mant les puissances impaires de x. 
Ainsi, l’on aura, par exemple 


A—S B” B' |=]A BB’ |—(AA’—B'?LAA —B'? EL A'A/—B:)S 
B” A'—S B B ATB (AH A! A") sS — S3. 
B’ B A”—S BArB AN 
Revenons maintenant au déterminant primitif et désignons par A4, Az, 


A5... Anı les mineurs successifs résultant de la suppression des der- 
nières lignes et colonnes. La suite 


Le A RY T ES 
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représentera des fonctions de x dont les degrés seront respectivement 
n, n— 1I, n— 2, .…, 3,2,1; elles jouiront de cette propriété que, 
si l’une d'elles s’annule pour une certaine valeur attribuée à x, les 
fonctions adjacentes seront de signe différent. Nous verrons plus tard 
l'usage que l’on fait de cette remarque pour déterminer la nature des 
racines de l’équation A = o. 

Nous terminerons ici l'exposé des principes de la théorie des détermi- 
nants; nous aurons l’occasion d'en rencontrer dans la suite de nom- 
breuses applications. Nous pouvons maintenant aborder l’étude des équa- 
tions et résoudre les diverses questions qui s’y rattachent. 


FIN DES PRINCIPES DE LA THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 
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THÉORIE DES ÉQUATIONS. 


CHAPITRE 1°, 


INTRODUCTION, 


g'i. 


FORMES DIVERSES -OE LA QUANTITÉ COMPLEXE; PROPRIÉTÉS, VARIABLE 
IMAGINAIRE; FONCTION D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE; REPRÉSENTATION 
GÉOMÉTRIQUE. 


29. L’algèbre étudie les propriétés générales des nombres ainsi que 
les lois qui les régissent, Le nombre provient de la mesure absolue des 
grandeurs; on le conçoit d’abord entier ou fractionnaire. Pour le calcul 
algébrique, il est nécessaire d’affecter les nombres de certains signes afin 
d'indiquer leur fonction; on emploie le signe + ou le signe — selon 
qu’ils doivent servir à l’augmentation ou à la diminution. Dans les pre- 
mières opérations de l’algèbre et dans la résolution des équations du 
premier degré, on ne considère que des quantités positives ou négatives ; 
mais, par la résolution de l’équation du second degré, on arrive néces- 
sairement à la notion de deux quantités nouvelles : la quantité irration- 
nelle et la quantité imaginaire. La quantité irrationnelle ou plus géné- 
ralement la quantité incommensurable est celle qui ne peut être exprimée 
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exactement par un nombre fractionnaire de l’arithmétique ; on peut seu- 
lement en avoir une valeur approchée. La quantité imaginaire ou mieux 
la quantité complexe est une expression de la forme 


a+b TEET 

a et h étant des nombres réels. Il est impossible d'apprécier une telle 
quantité et d’en donner une valeur approchée; cependant, comme elle 
provient d’opérations légitimes de l’algèbre, on doit l’admettre au même 
titre que la quantité réelle. Au point de vue purement algébrique, il n'y 
a aucune distinction à établir entre les racines réelles ou imaginaires 
d’une équation ; elles jouissent toutes deux de la propriété d'annuler le 
premier membre. 

Lorsque a =o, la quantité complexe se réduit à by/ — r qu’on 
appelle quelquefois imaginaire simple; si b = o, elle devient la quantité 
réelle a. Par conséquent, on doit regarder la quantité complexe 
a + by/ — 1 comme étant l'expression première de la quantité algébri- 
brique ; elle renferme, comme cas particulier, la quantité réelle. 

Deux quantités complexes de la forme 


atiy = i a—by/—1 
s'appellent conjuguées; elles ne diffèrent que par le signe de p/ ZT. Elles 
jouissent des propriétés suivantes : 4° Leur somme est réelle et égale 
à 2a; 2° Leur différence donne l'imaginaire simple 2b 13; 3° Leur 
produit est réel et égal à a? + b°. 
On ne peut mesurer les quantités complexes 


a+by/—1, a+by—:; 


il est cependant nécessaire d'indiquer dans quelles conditions on doit les 
regarder comme égales ou nulles. Elles seront égales, si l’on a : 


(2) a=Ħda', b=b'; 
car alors l'équation 
a+by/—1=a+by—1 
est satisfaite, et elle ne peut l'être autrement; en effet, si l'on n'a pas 
les relations (x), on pourrait la résoudre par rapport à y“ — 1, et en 


déduire une valeur réelle pour cette quantité; un tel résultat est impos- 
sible à admettre. Toute égalité entre quantités complexes se décompose 
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nécessairement en deux autres entre quantités réelles. De même, l'expres- 
sion a—by/ —1 s'annule avec a — o et b — 0; l'égalité 


a+by/—1=0 


équivaut à 
a—0, b—o. 


Les opérations fondamentales de l'algèbre, l’addition, la multiplication, 
l'élévation aux puissances s'appliquent aux quantités complexes comme 
aux quantités réelles. Pour effectuer le développement de (a by = 1}, 
il est bon de remarquer que les diverses puissances de p/— 1 sont 


périodiques. On a : 
== =n V ==, == =T, 
V= =>> =+ s, 
VZ} =V i—i =+ i, ete. 


A partir de la cinquième puissance, tous les résultats se reproduisent 
dans le même ordre. Il n’y a que quatre valeurs différentes, savoir : 


pi, =i, pi, +1. 
30. Les calculs sur les quantités imaginaires se simplifient beaucoup 
au moyen d’une expression trigonométrique de la quantité complexe que 


nous allons définir. Désignons par r un nombre positif et par « un 
certain angle. Il est toujours possible de déterminer r et + de manière à 


avoir 
aby—1=r(cos «+ p/— 1 sin a). 


En effet, d’après ce qui précède, cette égalité se décompose en deux 


autres 
a=r cosa, b=r sina. 
On en tire 
r=ņpy a 4} b, cos a= e sin 7 iaso 
VoF Var 


La quantité r est toujours réelle, et comme les fractions qui donnent 
cos æ, sin æ sont plus petites que l’unité, il existera toujours un angle 


T r ‘ - 
a < — correspondant à ces valeurs. Il en résulte qu'il est toujours permis 
2 


de remplacer aby/—1 par r(cosx+y/ — 1 sin). La quantité 
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positive r = yat +b? s'appelle module, et l'angle « argument de la 
quantité complexe. Le nombre r est unique, mais æ peut avoir une infi- 
nité de valeurs. 

Si b = o, on a : r = y a? = + a; le module d’une quantité réelle est 
la valeur absolue de cette quantité; son argument est o ou 2km, si elle 
est positive, et m ou (2k -+ 1)r, si elle cst négative. On a, en effet, 
identiquement 


a = a [cos 2kr -+ / — 1 sin 2kr], 
— a = afcos (2k + 1)r +y — x sin (2k+ 1) 7], 
k étant un nombre entier. er P 
L'égalité de deux quantités complexes a -+b y — 1, d +b y —ı 
entraîne les relations 


par suite, 
yap =y a, où r=, 
ct il y a donc aussi égalité entre les modules. 

De même, si a-+by/— 1 =o, on a : a= 0, b= 0 et, par consé- 
quent, r = 0. 

Deux quantités imaginaires conjuguées a + b y — 1 et a —b y —1ı 
admettent le même module et leurs arguments forment une somme 
égale à 27 ou à un nombre quelconque de circonférences. Ainsi, on peut 
écrire 

a+by — 1 =r (cosa +y — 1 sin 2), 
a — b y — 1 = r [cos (27 — à) +y — 1 sin (27 — a)). 

31. Somme de quantités imaginaires. Proposons-nous de trouver le 
module R de la somme de deux quantités imaginaires. Posons : 


R(cos Q -Hy — 1 sin Q)=r(cosa+y/ — 1 sin) +r (cos -+y — 1 sing’). 
On en déduit 
R cos Q = r cos x + r cos x, 


R sin Q = r sin a -+7 sin g’. 
En élevant au carré et en ajoutant, on trouve 
R? = r? + 7? 2rr cos (a — a’); 
par suite 


R =p r? 4r" arr cos (a — a’). 
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Le maximum de R correspond à cos (z — x’) = 1, et il a pour valeur 
r+r';le minimum correspond à cos (x — g') = — 1, et sa valeur est 
r— r’. Si on étend ce résultat à trois, quatre ete. quantités de cette 
espèce, on a cette propriété : Le module d'une somme de plusieurs quan- 
tités imaginaires ne peut pas surpasser la somme des modules de ces 
quantités. 

32. Produit de quantités imaginaires. En effectuant la multiplication 
suivante : 


r (cos a +y — 1 sin a) r' (cos #' -+y — 1 sin a’), 
on trouve pour résultat 
rr’ [cos (2+ a')+y — à sin (a + 2')]. 
Si on multiplie de nouveau par le facteur r” (cos g” + y =r sin a”), 
il vient encore 
rr'r” [cos (a + a! + a) 4y — 1 sin (a + & + a), 

et ainsi de suite. Donc, le module du produit de plusieurs quantités 
imaginaires est égal au produit des modules, et l'argument à la somme 
des arguments. 

Il résulte de là que le produit de plusieurs quantités imaginaires reste 
le même, si on change l’ordre des facteurs, et si un tel produit s’annule, 
l’un des facteurs doit être égal à zéro, afin que l’une des quantités r soit 
nulle. Par l'application de la règle précédente au produit 

r' (cos æ' + — 1 sin «’) X Teos (a — a’) 4y — 1 sin (a — a')), 
on obtient l'expression 


r(cos a -++ y — T sin a); 


par conséquent, il vient la relation 


r (cosa — ising h — , ; 
UTE a A re SAS (a — x!) + /— 1 sin (x — «')], 
r (cose +y — 1i sina’) ? 
c'est-à-dire, que le module du quotient de deux quantités imaginaires est 
le quotient des modules et l'argument la différence des arguments. 
33. Élévation aux puissances. D'après la règle de multiplication, le 


produit 


rı (cosa y — 1 sinzi)ra(cosas-4 p/—1 sin 22) ...rm(c0s dmy -isin Am) 


ü 
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a pour valeur 
Tia see Tm COS (au + aa + + H an) H Z= Tr sin (ai + a: + +. H am)]. 


Par conséquent, en supposant les facteurs égaux, il viendra 


[ri (cos gı + ps r sin &1)]" = r# (cos ma, + Ay =n 1 sin ma). 

Ainsi, pour élever une quantité imaginaire à une puissance entière m, 
il faut élever le module å cette puissance et multiplier l'argument par m. 

De l'égalité précédente, on tire 

(cos œ + y — 1 sin &)" = cos ma, LU 1 sin Ma, 

Cette relation trigonométrique porte le nom de formule de Moivre; elle 
a lieu pour toutes les valeurs commensurables de l’exposant m. En effet, 
si on extrait la racine m**™? des deux membres, il vient : 


1 Sa 
(cos ma, -+ y — 1 sin ma)" = cos à; +y — 1 sin , 


. a 
et, en remplaçant maintenant «, par =i ona: 


(cos a + y= T sin a)" = cos E Hy — 1 sin À. 
{1 


En élevant les deux membres à la puissance z, on a encore 


n 
£ = n — > H 
(cos ai + y — 1 sin %1)” = cos z t HV = I sin— æ. 
m 


Enfin, si on remarque que 


—— I — 
(cosa, +y — 1 sinai)! = ———— —= t085% — y — 1 sin o, 


cosy — 1 Sin gi 


ou bien 


(cos g«i- y/ — 1 sin z) = cos (— a) p — 1 sin (— æi), 


on obtient aussi, en élevant les deux membres à la puissance m 


(cos æ, Aya sin 4)" = cos (— mas) -++p — 1 sin (— ma). 
Nous ne parlerons pas ici de la racine m‘"° d'une quantité imaginaire 
et de ses diverses valeurs. Cette question se présentera naturellement 

dans la théorie des équations binômes que nous étudierons plus loin. 
34. Variable imaginaire et fonction entière d'une variable imaginaire. 
Le mot fonction est celui qui est admis dans la langue mathématique 
pour exprimer une dépendance quelconque entre plusieurs grandeurs. 
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Ainsi, on dit qu’une quantité y est fonction d’une autre quantité v, 
lorsque sa valeur dépend de celle qu’on attribue à x. Afin d’exprimer 
d’une manière générale cette relation sans préciser sa nature, on emploie 
les notations 


y=F(x), y=f(x) y—=oyx), etc. 


La grandeur x à laquelle on attribue à volonté différentes valeurs se 
nomme variable indépendante, tandis que y est la fonction. Puisque rien 
ne limite les manières de faire dépendre une grandeur d’une autre, on 
doit regarder le nombre des fonctions comme indéfini. Dans la théorie 
des équations, nous aurons surtout à considérer la fonction algébrique 


entière qui est représentée par un polynôme ordinaire du degré m en x 
tel que 


F(x) = Aog” + Aiat LR... H Am 


où m est un nombre entier, et Ao, A, .… des quantités constantes. Lors- 
que ces constantes sont réelles, et que l'on considère spécialement les 
valeurs réelles que peut prendre la variable indépendante entre — œ et 
+œ, on dit que la fonction entière est réelle ainsi que la variable x. 
Mais, dans le cas général, on doit admettre que les coefficients Ao, A; +.. 
sont réels ou imaginaires, et que la va- 
riable indépendante peut prendre une 
valeur réelle ou imaginaire quelconque. 
Pour distinguer ce cas du précédent, 
nous éciirons 


F (z) = Aoz" -4 Az” ELA, 
où z représente une variable imaginaire, 
c’est-à-dire, une expression de la forme 


z=r+yy— i, Fig. L 
x et y étant deux variables réelles. Afin de mieux saisir les variations de z, 
supposons que x et y soient les coordonnées d'un point rapporté à 
deux axes rectangulaires xx’, yy’. Pour chaque valeur de z, c’est-à-dire, 
pour chaque système de valeurs de x et de y, nous obtiendrons un point 
m dans le plan des axes, et on dit que m est le point représentatif de 
la variable z. Réciproquement, à chaque point du plan correspond une 
valeur unique de z. Une variable imaginaire est ainsi la somme de 
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l’abscisse et de l'ordonnée d’un point m, cette dernière étant multipliée 
par y/— 1. L'ordonnée étant perpendiculaire à l’abscisse, on a été amené 
à regarder le facteur a 1 comme l’équivalent de la perpendicularité 
en géométrie, 

Le module de la variable imaginaire est 


il est représenté par le vecteur om, tandis que l'argument æ est l'ineli- 
naison de ce vecteur sur l'axe des x; car on a : 


x , y 
cos « = — , sinx— 


Va + y Va +y 
L'argument r de z est positif et ne peut varier qu'entre o et +- ; 
mais l'argument qui se compte à partir de ox vers oy peut prendre une 
valeur quelconque entre — et + œ . Si y = 0, a = o où a = 2kr; la 
variable z est réelle et le rayon vecteur coïncide avec ox; six = o, 0n a: 


T T 
a=- où &=- -4+ 2kr; 
2 2 


le rayon om se trouve sur l'axe des y, et la valeur de z se réduit alors à 
yy/— 1. Ainsi, lorsque l’on considère les diverses valeurs d’une variable 
imaginaire, on doit regarder la droite xx’ comme étant l'axe des quan- 
tités réelles; la droite yy’ comme étant laxe des imaginaires simples; 
toutes les autres valeurs de z se rapportent aux rayons intermédiaires 
que l’on peut mener autour du point o. Il résulte aussi de ce mode de 
représentation que la variable complexe est plus générale que la variable 
réelle; elle renferme celle-ci comme cas particulier. 
Soit, maintenant, 


F (z) = Aoz™ + Aiz™-t LA, 


la fonction entière de z, où les coefficients As, A,, ete. sont des nombres 
constants réels ou imaginaires. En remplaçant z par x + ypy — 1, elle 
prendra la forme 


F(2)=P+Qy—1, 


Pet Q étant des polynômes réels en x et y. Pour chaque valeur de z, 
P et Q prendront des valeurs déterminées, et on pourra construire dans 
le plan un point M ayant pour coordonnées ces valeurs; ce sera le point 
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représentatif de la fonction. Si x et y ou bien r et « varient d’une 
manière continue, le point m, qui représente la variable z, décrira une 
certaine courbe continue; mais, en même temps, le point M, qui repré- 
sente la fonction, décrira une autre courbe correspondante et qui, en 
général, sera aussi continue. Il se présente des cas où, pour une valeur 
de z, une fonction d’une variable imaginaire prend des valeurs multiples 
ou devient indéterminée; nous verrons bientôt que cette circonstance ne 
peut pas arriver pour la fonction entière qui est la seule à considérer 
dans la théorie des équations algébriques. 

Une fonction complexe F (x +- y y/— 1) renferme comme cas parti- 
culier la fonction réelle F (x) qui correspond à y —0, et il arrivera 
quelquefois que les propriétés de F (x) s’appliqueront à la fonction plus 
générale F (x -+ yy/— 1). Cependant, il ne faut pas croire que toute for- 
mule algébrique qui est exacte pour une fonction réelle le sera aussi 
pour la fonction imaginaire. On a commis de grossières erreurs en pas- 
sant ainsi sans attention du réel à l’imaginaire. 


6 2. 


PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION ENTIÈRE. THÉORÈME FONDAMENTAL DE LA 
THÉORIE DES ÉQUATIONS. 


35. Après avoir fait disparaître les dénominateurs et les radicaux, une 

équation algébrique à une inconnue peut se ramener à la forme 
A62"  Aizmi EL A, = 0; 
z désigne l’inconnue et l'entier m indique le degré de l'équation; les 
coefficients As, Aı, . . sont des constantes connues, réelles ou imagi- 
naires. Le premier membre est le type de la fonction entière en regardant 
z comme une variable. Posons : 
F (z) = Åz” —- Az” + .. -H Age 

Il est nécessaire d’étudier cette fonction et d'en démontrer diverses 
propriétés qui nous seront utiles dans la théorie des équations. 

Considérons d’abord la fonction entière privée de son dernier terme 

F (2) = Aoz” + Aiz"! + LE Amiz 

qui s'annule pour z = o. Nous allons démontrer qu'il est toujours pos- 
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sible de trouver une valeur de z de module r différent de zéro, de 
manière à avoir la relation 
mod. F (z) < R, 


R étant une quantité positive donnée. En effet, soit a le plus grand des 
modules des coefficients; le module d'une somme étant au plus égal à la 
somme des modules, on a 


mod. F (z) < a (r” + r"— -+ -+ r) <ar 


Dr ar ar” *! 


$ 


DE « Er t — n 


, 


r représente le module de la variable z; en le supposant plus petit que 
l'unité, on peut écrire 


ar 
mod, F (z) iF aeu 
Posons : 
ar 

T aprte 
on en déduit 

r = =. . 

a—R 


Par conséquent, en prenant pour z une valeur ayant pour module cette 
fraction, l’on aura 
mod. F(z) <R, 


et cette relation aura également lieu pour toutes les valeurs de z dont 


les modules seront compris entre o et 


a +R 
On en déduit immédiatement une propriété de la fonction complète 
F (2) = An + Amiz + ve Az"! HE Aog™ 
écrite en commençant par le dernier terme. Si nous posons : 
R = mod. A», 

l'inégalité 

mod. (Amiz An22? + +. -+ Aoz™) < mod. Am 
sera toujours possible. Done, lorsqu'une fonction entière est ordonnée 
suivant les puissances croissantes de la variable, on peut toujours trouver 
pour z une valeur de module r suffisamment petit pour que le module 


du premier terme soit plus grand que le module de la somme de tous les 
autres. 
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Soit encore la fonction entière complète sous la forme 
F (2) = Aoz™ p A z” H eee An; 
cherchons une valeur de z de module r suffisamment grand pour satis- 
faire à l'inégalité 
mod. Az" > mod. (A2! Aaz"? EE An). 


Désignons par a, le module de Ao, et par a le plus grand des modules 
des coefficients A, As .… Am5 la relation précédente aura lieu, si 
a(r"— 1). ar" a 


aor™ > a(r" ps Le LTD —— > — — 


r—1I T1 r—1 


ou bien, en supposant r > 1, si 


m 
Qr” = À 


r—I 
De cette égalité, on tire 


TA a 
Qo 


eo a+a ; 
Ainsi la valeur de z ayant pour module SER ou éñcore un module 
Qo 


plus grand, répond au but proposé. Donc; lorsqu'une.fonction entière est 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de la variable, on peut 
toujours trouver une valeur de z de module r suffisamment grand pour 
que le module du premier terme soit plus grand que le module de la 
somme de tous les autres. 

Dans le cas d'une fonction réelle F(x), la première propriété signifie 
que, si elle est ordonnée suivant les puissances croissantes de x, il sera 
possible de trouver un nombre k tel que, pour x = ou < k, le premier 
terme sera plus grand en valeur absolue que la somme de tous les 
autres; lorsque F(x) est ordonnée suivant les puissances décroissantes 
de x, il existera un nombre } tel que, pour x = ou > l, le premier 
terme sera plus grand en valeur absolue que la somme de tous les 
autres; par conséquent, dans l'intervalle de x = l à x —, la fonction 
conservera le même signe, celui de son premier terme. Enfin, pour la 
fonction réelle 

F (x) = Aox" + Aant EL A 1x 


privée du dernier terme, on pourra déterminer une valeur de x sufli- 
samment petite pour que le résultat correspondant de la fonction soit, 
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en valeur absolue, inférieur à une quantité donnée, quelle que petite 
qu’elle soit, 

36. Continuité de la fonction entière. D'après sa nature, la fonction 
entière réelle 

F (x) = Az" 4 Ayant Le LA, ir + An 
se réduit à un nombre fini et déterminé pour une valeur réelle et finie 
de la variable x = ,; pour une valeur voisine x = x, + h, h étant une 
quantité très petite positive ou négative, la fonction devient : F(x» +- h), 
et la différence 
F (£o + h) — F (£0) 

représentera, en valeur absolue, accroissement de la fonction. Il faut 
démontrer que cet accroissement est très petit, si À est très petit, et que, 
si h diminue de plus en plus pour arriver à zéro, cet accroissement tend 
aussi vers zéro en même temps que h. Cherchons d’abord la valeur de 
F (xo -+ h). On a 

F (xo + h) = Ao (xo + h)” + Ai (£o A h)" ee H Ana (£ + h)? 

+ Ama (xo + h) + An. 


En développant par la formule du binôme et en ordonnant par rap- 
port à h, le second membre se présentera sous la forme 


A++ +n N > 


+ eH 
E AE. Ta 2083 ot 

A représente la somme des premiers termes des développements et sa 

valeur est 


F (x) = A a0 A amt ee + An. 

Le coefficient B est la somme des seconds termes des développements, 

c’est-à-dire, l'expression 
mA ant + (m — 1) A am? «+. Amato + Amie 

Ce second polynôme se déduit de F (xo) en multipliant chaque terme 
par l'exposant de x, et en diminuant ensuite cet exposant d'une unité; 
on l'appelle dérivée de F (x) et on le représente par F (£o). 

Le polynôme C a pour valeur 

m (m — 1) A xg + (m — 1) (m — 2) A,x a piai © 2Åm—23 


il se déduit de F’ (xo) par la même règle; c’est la dérivée de la dérivée 
ou la dérivée seconde du polynôme primitif; elle se désigne par F” (xo). 
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Les coefficients qui suivent sont soumis à la même loi, et en les 
représentant respectivement par F” (x), F™ (æ)... F™ (x), on aura 
finalement 


F (xo + h) = F (x0) + hF’ (x) + 5 R” (x) ++ + pin (£). 


1.2.3 Mm 


Dans la formation des dérivées, il est bon de remarquer que l'appli- 
cation successive de la règle diminue chaque fois le degré d’une unité, 
et que chaque fonction renferme un terme de moins que la précédente. 
Par conséquent, la dérivée de l’ordre m ne renfermera plus xo; sa valeur 
est ce que devient le premier terme de F (æo) après les m opérations, 
c’est-à-dire, 

F™ (xo) = Aom (m — 1) (m — 2) ... 3.2.1. 


De la formule précédente, on tire 
he 
F (x + h) — F (x1) = hF' (x0) + + F” (x) +++ 


Le second membre est une fonction entière de h renfermant h en 
facteur et, d’après une propriété démontrée, pour une valeur convenable 
de h, il deviendra inférieur à une quantité donnée k, quelle que petite 
qu’elle soit. On doit donc regarder les accroissements de la fonction et 
de la variable comme des quantités de même ordre de grandeur, et qui 
tendent simultanément vers zéro. Lorsqu'il en est ainsi, on dit que la 
fonction est continue dans le voisinage de la valeur x — xs, et si cette 
propriété se vérifie pour toutes les valeurs de x comprises entre x = a 
et x= b, on dit que la fonction est continue dans cet intervalle. La 
valeur choisie x, est quelconque, mais finie ; il en résulte que la fonction 
entière est continue pour toutes les valeurs finies de la variable. 

Le développement de F(x -+ h) s'appuie uniquement sur la formule 
du binôme ; un développement semblable existera pour la fonction com- 
plexe F(z); h étant l'accroissement de la variable imaginaire, le même 
raisonnement prouve que le module de la différence 


F (zo + A) — F (x) 

ainsi que celui de h tendent simultanément vers zéro. En se reportant à 
la représentation géométrique d’une fonction imaginaire, on en conclut 
que la fonction entière F(z) est continue dans toute l'étendue du plan. 


Si la variable complexe part d’un point m et décrit un chemin continu 
7 
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pour revenir ensuite au point de départ, la fonction F(z) décrira aussi un 
chemin continu, et elle reprendra, à la fin, sa valeur initiale ; donc, lors- 
que la courbe décrite par z est fermée, il en est de même de la courbe 


décrite par la fonction. 
37. Nous avons vu que la dérivée est le polynôme qui multiplie À 


dans le développement de F(x + h) en remplaçant x, par x. De ce déve- 
loppement, on tire 


F h)— F 
PERTE pa) + PP + EPa) + 


et, en supposant que h tende vers Ft il vient, à i limite, 


F(x -+ h) — F(x) Papes 
. SC RAR) qere I (x). 


lim 

De là, cette définition qui s'applique à une fonction quelconque : La 
dérivée est la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à l'ac- 
croissement de la variable, lorsque ce dernier tend vers zéro. 

On peut trouver la dérivée en partant de cette définition. Ainsi, pour 
la fonction 

F(x) = ax”, 
la règle donnée fournit l'expression 
F’ (x) = max". 


Conformément à la définition précédente, cherchons d’adord F (x + h). 
Ona: 
m — 1) 


F (x + h) = a (x + h)” = ax” + maz™—'h No La ST ax" ht +; 
par suite, 
Peth- 1 PR D NS 


h 
Tous les termes du second membre, excepté le premier, s’annulent à 
la limite pour À — o; on a done 
Re 


C’est précisément le résultat obtenu par la règle que nous avons d’abord 
donnée pour la formation de la dérivée d'une fonction entière. 


== mare le 
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F(x) 
F'(x) 
réelle ayant pour dérivée F’(x), le rapport 
F(x) 
F'(x) 


38. Propriété du rapport + Si F(x) est une fonction entière 


jouit de cette propriété importante qu’en s'annulant, il passe toujours du 
négatif au positif. 

Soit, en effet, x =a, une valeur qui annule le numérateur F(x), de 
telle sorte que F(a)—0. Si on développe ipei et F'(a-h), on trouve 


F(a + A) = F(a) + hPa) + Pa) + + 


AT T +e 


Pour plus de généralité, supposons que la valeur x — a annule F(x) et 
ses p — I premières dérivées; dans ce cas, les développements se rédui- 
sent à 


F(a + h) = he Tr hS, A Fe F+) -+ 


he- 
F'(a + h) = a F(a) re pre O ea 


Les premiers termes au second membre sus le même facteur 
F” (a) et les puissances A? et h?-'; ils seront donc de même signe, si h 
est positif, et, de signe différent, si À est négatif, les nombres p et p —1 
n'étant pas de même parité. Posons h — — k, et supposons que la quan- 
tité k soit suffisamment petite pour que les seconds membres aient le 
même signe que leurs premiers termes ; dans ces conditions, F (a — k) et 
F' (a — k) seront de signes contraires, tandis que F (a -+ k) et F’ (a +- k) 
seront de même signe. Par conséquent, immédiatement avant que x ne 


prenne la valeur a qui annule ie rapport Le 

F'(x) 

rapport sont de signe différent et immédiatement après de même signe. 
Ce qui démontre la propriété énoncée. 

39. Théorème fondamental de la théorie des équations. Ce théorème 


consiste dans la proposition suivante : toute équation algébrique a une 
racine. 


» les deux termes de ce 
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Les propriétés de la fonction entière que nous venons d'étudier suffisent 
pour donner une première démonstration de ce principe. Soit 


F (z) = Aoz” + Az"! +- ié- + An = 0 
l'équation la plus générale du degré m. Admettons qu’on attribue à z 
toutes les valeurs possibles réelles et imaginaires, et désignons par 
Ro, Ri, Re .… les modules des valeurs de F(z) qui leur correspondent ; 
parmi cette suite indéfinie de quantités positives, il y en aura une plus 
petite que toutes les autres et que nous appellerons module minimum 
de F (z). Nous allons démontrer que cette valeur minimum est néces- 
sairement zéro. 
Posons : 
F (21) = Ape Ant ee + An 

et supposons cette valeur différente de zéro. Pour plus de généralité, 
nous pouvons admettre que z annule les p — 1 premières dérivées de 
F (z); dans ce cas, en donnant à z, un accroissement h, on aura 


F(z HA) = F (2) + P oeh ere 


par suite, 


F (zo + h) he  F® (zo) het F P+D (25) 
F (zo) saia Ra Te F (zo) 1.2..(p+1) F(zo) 
Posons : 
; i  F“(z) $ 
h= p (cos « +- V/—- 1 sin w), Var — r;(cos a +p/— 1 sin x). 


Il viendra, par l'application de la formule de Moivre, 

F (x + À — 

PE T 1 + Prp [cos (po + ap) = 1 sin (po + &,)] + A, 
A étant une somme de quantités imaginaires ayant respectivement pour 
modules 

PPt'T p4 pPtTpye Al PT « 

Choisissons maintenant l'argument œ de h de manière à vérifier la 

relation 
po — ap =T. 
Il en résultera 


cos (po + ap) = — 1, sin (po -} ap) = 0. 
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Par conséquent, en écrivant que le module d’une somme de quantités 

imaginaires est au plus égal à la somme des modules, on aura 
F(2+h 
mod. Eu as Pr où < 1 — prp- pet rpya ee 
F (zo) 

F (za + h) 

Piae 

Sous cette forme, on voit qu'avec une valeur de p sufisamment petite, 
la quantité entre crochets sera positive. D'un autre côté, si p diminue de 
plus en plus, le second membre tend vers la quantité 1 — or, et cette 


ou bien 


ou 1 — p irp — (Prp + Pret e 


mod. 


’ PS IT T SRAN I A ' 
différence est inférieure à l'unité pour p Sr i Il en résulte qu’en 
Tp 
choisissant le module p de h inférieur à == 4 suffisamment petit, le 
Vrr 
second membre de la relation précédente deviendra certainement infé- 
rieur à l'unité, Nous aurons alors 
mod. F (ze 4-4) < mod. F (zo). 

Cette propriété étant démontrée, soit Ro le module minimum de F (z) 
et z la valeur correspondante de z; il faut nécessairement que R; = 0; 
car, autrement, il serait possible de déterminer une quantité À telle que 

mod. F (zo -} h) < Ro 
et Ro ne serait pas le plus petit des modules R. Ce qui implique contra- 
diction, Done Rs =0, ou mod. F (z) =0, c'est-à-dire, F (zo) = 0; 
par suite, z, est racine. 
40. Toule équation du degré m admet m racines. Soit 


F (2) = Ao7" 4 A2" EE A, = 0, 
une équation du degré m; elle admet toujours une racine; en la désignant 
par a, on doit avoir F (a) — o, c’est-à-dire, 
Aoa” —E Ayant p ee HA, = 0. 

On sait que cette relation est aussi la condition pour que le polynôme 
F (z) soit divisible par z — a; donc, si a est racine, la division se fait 
exactement et l’on peut poser 
(1) F (2) = (z — a) Qui, 


Q%-, étant un polynôme du degré # — 1 en z; d'après cette égalité, 
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toute racine de Q,_1 —0, est aussi une racine de l’équation proposée. 
Soit b la racine qu’admet cette nouvelle équation; on aura également 


Qui — (z pa b) Qute 
Quo étant un polynôme du degré m — 2. En substituant dans (1), il vient 
(2) F (z) = (z — a) (z — b) Qus. 
De même, ¢ étant la racine qu'admet l'équation Qum = 0, l’on aura 


Qa- s= (z — e) Qu 
F (z) = (z — a) (z — b) (z — 6) Qm-s. 


On posera encore Qus = 0, et en continuant ainsi, il se fera, qu'après 
m — 2 divisions, on aura pour F (z) 

F (z) = (z — a) (z — b) (z — c) (z — d) ... (z — g) (åz? + Pz +Q), 
le dernier quotient n'étant plus que du second degré, et son premier 
terme ayant pour coefficient A, qui reste dans les quotients successifs. 
En désignant, enfin, par k et { les racines du trinôme égalé à zéro, il vient : 

Aoz? + Pz +Q = Ao (z — k) (z — l), 
et, par conséquent, 
(3) F (z) = As (z — a) (z — b) (z — c) ... (z — k) (z — l). 

Le premier membre de Péquation se trouve ainsi transformé en un 
produit de m facteurs du premier degré. Ce produit s’annule seulement 
lorsque l’un des facteurs est égal à zéro; done, les nombres réels ou 
imaginaires 


et, par suite, 


z= 4, z=b, 2—=0,...2—=1 


sont les m racines de l’équation et il n’y en a pas d’autres, 

Remanque. L’équation (3) conduit à une nouvelle expression de la 
dérivée qui nous sera utile. On sait que cette fonction est le coefficient 
de h dans le développement de F (z -+ h). Or, on a : 


F (z -+ h) = Ao (z — a 4 h) (z -— b + h) (z — e + h) ... (z — L+ h) 


) ( 
—A,(z—a)(z—0b)...(z—1) (+) (+) (+A )] 


et le coefficient de À dans ce dernier produit est évidemment 


AG deb (D | + +. +5] 
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Le facteur extérieur étant F (z), il vient 


F F 
1: n Ee, 


F (z) 
F’ (2) = —— 
(z) z— aT z—b 
c'est-à-dire, que la dérivée d’une fonction entière est la somme des 
quotients de la fonction par ses facteurs linéaires, 


§ 5. 


PRINCIPES D'IDENTITÉ, DE SUBSTITUTION, DES RACINES ÉGALES, DES RACINES 
IMAGINAIRES, DE LA TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS, DES VARIATIONS DU 
PREMIER MEMBRE. 


A1. Principe d'identité. Nous appellerons équation identique, une 
équation qui est satisfaite quelle que soit la valeur attribuée à linconnuc. 
Cela étant, on a la proposition suivante : Une équation algébrique du 
degré m est identique, lorsqu'elle est satisfaite par m+ 1 valeurs de 
l'inconnue, et, dans ce cas, les coefficients des diverses puissances sont 
nuls, s'il wy a pas de second membre; si les deux membres sont des poly- 
nômes entiers du degré m, les coefficients des mêmes puissances sont égaux. 

Soit l’équation 

F (x) = Aor” + Ag! Le + As 
que nous supposerons vérifiée par les m nombres a, b, c, .. l. Le premier 
membre peut se ramener à la forme 
F (x) = As (x — a) (x — b) ... (x — l). 

Désignons par p une valeur de x différente des autres et annulant F (x), 
en posant x = p, le premier membre de cette égalité est nul, tandis que 
le second ne peut l'être qu'avec As =0, et, dans cette hypothèse, le 
second membre est nul quel que soit æ. Puisque Ao —0, l’équation 
proposée devient 

Au! + Ag? LL... LA, = 0. 
Pour le même motif, celle-ci étant vérifiée par plus de m — 1 valeurs 
de x, on doit avoir A; — 0; ainsi de suite. Tous les coefficients sont nuls 
et l'équation est satisfaite quel que soit x. 
En second lieu, l'équation 


Au A Aan ee Au = Baa" Bit 4 eee Bu 
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se ramène à la précédente par la transposition des termes; ce qui donne 
(As — Bs)x" +- (A: — B,)x"-! + … -+ Ås — Bn = 0. 


Si elle est vérifiée par m -} 1 valeurs de w, tous les coefficients doivent 
être nuls. Il vient donc les égalités 


Ào = Bo, å; = B; ...} As = Bu; 


c’est-à-dire que les polynômes des deux membres sont composés des 
mêmes termes. 

C’est, sur ce principe, quest basée la méthode des coefficients indéter- 
minés si utile en Algèbre. Elle consiste à calculer, par certaines condi- 
tions, des coeflicients inconnus qui entrent dans une expression algé- 
brique. Pour en donner un exemple, cherchons le quotient du polynôme 
donné 

x? — Aux -H Aar’ + Asa? E Ax? + Ase + As 
par x°- px + q. On désignera le quotient inconnu qui doit être du 
4° degré par 
x’ -+ Bixi -+ Bax? + Bse -+ Bi. 


En le multipliant par le diviseur, on trouve 


2 + (p + Bi) 2% + (g + pB: ++ Be) 2° -+ (gB; + pB: + Bs) a* 
-H (qB: -+ pBs + Bi) 2° + (qBs + pBa) x + qB.. 
Cette expression doit être identique au polynôme proposé, et, d’après 


le principe, il y aura égalité entre les coefficients des mêmes puissances. 
En égalant les coefficients de xë, x*, xè, x°, on a 


p +B =A, q + pB: + B: = As, qBı + pB: -+ B; = A; 
qB: -+ pB; -+ B; = As. 


La première donne B,; B, étant connu, la seconde donne B;; les 
deux dernières donneront ensuite Bs, Ba. 

La méthode des coefficients indéterminés peut également être employée 
pour extraire la racine n° d’un polynôme, développer une fonction 
en série etc.; ses applications sont entrêmement nombreuses et variées. 

42. Principe de substitution. Deux nombres x et x, qui, substitués 
dans F (x), donnent des résultats de signes contraires, comprennent un 
nombre impair de racines de l'équation F(x)—0; si les résultats sont 
de même signe, ils en comprennent zéro ou un nombre pair. 
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Pour fixer les idées, supposons 


F (xo) = +, F (x)= —, 


Nous savons que, si x varie d’une manière continue de x, et x4, F (x) 
reste finie et varie aussi par degrés insensibles; comme elle doit chan- 
ger de signe, à un moment donné, elle finira par diminuer de plus en 
plus pour arriver à zéro et devenir ensuite négative. C’est une consé- 
quence nécessaire de la continuité qu’en passant de ~} à —, la fonction 
prenne la valeur zéro qui est la limite entre les quantités positives et 
négatives. Il existe donc une valeur de x comprise entre x, et x, qui 
annule F (x), c’est-à-dire, une racine, On connaît seulement le signe de 
F (x) au commencement pour x = xo, et à la fin pour x = x,; la fonction 
peut passer un nombre impair de fois par zéro dans l'intervalle sans 
laisser d’autres traces que des résultats de signes contraires. Il peut 
done y avoir un nombre impair de racines entre x, et xı. Quand les 
résultats F (xo), F (xı) sont de même signe, il est impossible de savoir, 
si la fonction n’a pas traversé zéro, ou si elle y a passé un nombre pair 
de fois; done, ou bien il n’y aura pas de racine entre x, et xı, ou bien 
il y en aura un nombre pair. 

Comme conséquence de ce principe, nous signalerons cette propriété : 
Une équation de degré impair possède toujours au moins une racine réelle 
de signe contraire au dernier terme. 

Considérons une équation de cette espèce 


AT" + Aux + se E Ampi = 0. 


Si le dernier terme est négatif, les nombres to — 0 et x, = « donnent 
des résultats de signe différent; il y a donc au moins une racine comprise 
entre o eto , c’est-à-dire une racine positive. Si le dernier terme est 
positif, les nombres x, =o et xı = — œ conduisent également à des 
résultats de signes contraires; il y a donc au moins une racine négative. 

On prouve de la même manière qu’une équation de degré pair dont le 
dernier terme est négatif admet au moins une racine réelle positive et une 
racine réelle négative. On prendra x = 0, et, pour x,, successivement 
+o et — o. 

Quant le dernier terme d’une équation de degré pair est positif, ces 
diverses substitutions n'apprennent rien. Il résulte de ce qui précède 
que, parmi les équations à coefficients réels, il n’y a que les équations de 
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degré pair dont le dernier terme est positif qui peuvent avoir toutes leurs 
racines imaginaires. 

Il est utile de remarquer que, d’après le principe de substitution, le 
nombre de racines réelles positives d’une équation est pair, si le dernier 
terme est positif, et impair si le dernier terme est négatif. 

Il est bien entendu relativement à toutes ces conséquences, qu’on sup- 
pose toujours l'équation écrite de manière que le premier terme soit 
positif. 

A3. Principe des racines égales. En désignant par a, b, c, ... l les 
racines de l'équation du degré m 


FG)=—=0;, 
ona: 
(2) F (x) = A, (x — a) (x — b) (x — €)... (x — l), 
et, pour la dérivée, 
F F 
@) ro- o + FE+.+ PO. 


Si on pose a= b dans (4), F (x) renferme le facteur (x — a), et on 
dit alors que a est une racine double ; en général, si p racines sont égales 
à a, F (x) renferme le facteur (x — a), et on dit que a est une racine 
multiple du degré p de multiplicité. Pour une telle racine, le second 
membre de (8) contient p termes égaux au premier et l’on a : 


F'(x) = EO Te F(x) PER 
x— â —g x—l 
Le quotient de F(x) par x— a du premier terme du second membre 
conservera le facteur (x — a)?-', puisque (x — a)? se trouve dans F(x); 
les autres quotients par x — g, ete. conserveront (x — a)”; il en résulte 
que (x — a)-! sera un facteur commun du second membre; par consé- 
quent, a est une racine multiple de l'équation dérivée 


F (x) = 0 
du degré p — 1 de multiplicité, car F'(x) renferme le facteur (x — a)". 
Pour le même motif, la dérivée de la dérivée ou la dérivée seconde 
contiendra le facteur (x— a)?-*, la dérivée troisième le facteur (x—a}"#, 
et ainsi de suite; la dérivée de l'ordre p — 1 ne renfermera x — a qu’à 
la première puissance, et, dans la dérivée suivante, ce facteur aura disparu; 
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celle-ci ne s’annulera pas pour x = a, mais bien toutes les dérivées pré- 
cédentes. Done, une racine multiple du degré p de multiplicité annule 
F (x) et ses p — 1 premières dérivées. 

Il résulte de ce que l’on vient exposer que, pour une racine a du 
degré p de multiplicité, il y a entre F(x) et F'(x) le facteur commun 
(x — a)r-t. S'il existe une autre racine b du degré q de multiplicité, il y 
aura entre les mêmes fonctions le facteur commun (x — b)—', ete, De 
là résulte ce principe fondamental : 

Si une équation F(x) — 0 admet des racines multiples, il existe entre 
le premier membre et sa dérivée un plus grand commun diviseur qui se 
compose du produit des facteurs correspondants à ces racines, chacun d'eux 
élevé à une puissance inférieure d'une unité à leur degré de multiplicité. 

D’après cette propriété, si l’on veut débarrasser une équation de ses 
racines multiples, il faut chercher le plus grand commun diviseur entre 
F (x) et F’ (x), et diviser ensuite F(x) par ce plus grand commun diviseur, 
Soit ọ(x) le quotient ainsi obtenu ; l'équation 

p(x) = 0 
renfermera les racines simples de l'équation primitive ainsi que les racines 
multiples, mais chacune d’elles une fois seulement. 

AA. Principe des racines imaginaires. Les racines d’une équation à 
coefficients réels 

F (x) = o 
peuvent ètre rationnelles, irrationnelles ou imaginaires ; mais, en vertu 
de l'identité 
F (x) = Ao (x — a) (x — b) ... (x — l), 
le produit des facteurs linéaires qui leur correspondent doit être réel. 
Supposons que a et b soient deux racines imaginaires, et posons : 


ériger 


Cherchons la condition pour que le produit 


(e—a) (x—b)=(z—a— PV = (=e -Py 
soit réel, quel que soit x. En effectuant la multiplication, et en égalant à 
zéro le coefficient de g/ — 1, on trouve 


(z — a) P + (x — a) p =o 
(B+P) a — (a + Ba’) =0. 


ou bien 
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Cette relation aura lieu pour une valeur quelconque de x avec les 
conditions 


HF 0, af + fa o. 


Br —$p, «= a. 


On en tire 


Par conséquent, si « + By/— 1 est une racine imaginaire, l’autre est 
de la forme & — B y — 1; le produit (x — a) (x — b) est alors réel et il 


a pour valeur 
(x — a) +R. 


De là cette règle : Les racines imaginaires d'une équation algébrique à 
coefficients réels sont conjuguées deux à deux. Ainsi, toute racine imagi- 
naire æ -} By — 1 est nécessairement accompagnée de la racine con- 
jugnée « — By — 1, et si a +By/— 1 est une racine double, il en 
sera de mème de a — B y — x, ete. D'après cette propriété, le nombre 
des racines imaginaires est toujours pair et, pour ce motif, une équation 
de degré impair doit toujours admettre au moins une racine réelle; de 
plus, le nombre total de ses racines réelles sera impair. Puisque le pro- 
duit des facteurs correspondant à deux racines imaginaires conjuguées est 
réel et du second degré, on en conelut encore qu'il est toujours possible 
de ramener F (x) à un produit de facteurs réels du second degré. 

45. Premiers principes de la transformation des équations. Repre- 
noùs encore la relation fondementale 


(a) F (x) = Ao (x — a) (x — b) (x — c) ... (x — D), 
et remplaçons d’abord x par — x; on aura 
F (— x) = As (— x — a) (— x — b) ... (— x — l). 


D’après les facteurs du second membre, les racines de l'équation trans- 

formée 
F (— x)= 0 
seront : 
4, —60, —c, oy =h 

Done, pour changer le signe des racines d'une équation, il faut remplacer 
x par — x dans le premier membre. 

Il est utile de remarquer que, par cette substitution, les termes de 
degré impair seuls changent de signe. Une équation qui ne renfermerait 
que des puissances paires de l’inconnue resterait invariable; une telle 


Www.rcin.org.pl 


= 0 


équation admet à la fois pour racines La et — a; +b et — b, ete., 
c’est-à-dire que ses racines sont égales et de signes contraires, 


En second lieu, remplaçons dans (4)x par 5» À étant une constante 
quelconque. Il viendra 
x x x x 
tes Lie LE A) 


En égalant chaque facteur du second membre à zéro, on voit que les 
racines de la transformée 
F (£) = 0, 


TAE SE P 1 


Par conséquent, pour multiplier les racines par une constante à, 


seront : 


il faut remplacer x par = dans l'équation. 


En faisant la substitution indiquée, on trouve 
ga 


gm- 
Aou trie re 05 


ou bien ; 
Aox” + Aux"! -}- Ada? -L e.. -+ A. = 0, 

et la règle précédente revient à celle-ci : pour multiplier les racines par 
À, il faut multiplier chaque coefficient de l'équation par une puissance de 


À égale à son indice. 
En troisième lieu, remplacons dans (x) x par Àx; on aura 


F (x) = Ao (Àx — a) (lx — b) . . (dx — l); 


par suite, la transformée 


F (Ax) = o 
admet pour racines 
1: ih e l 
RE EA 
Ainsi, en changeant x en ìx dans une équation, on divise les racines 


par h. 
La transformée en Àx est de la forme 


AoÂmgm -+ Amam p oe H A, = 0, 
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et l'on peut dire : pour diviser les racines par }, on doit multiplier 


chaque terme de l'équation par une puissance de } égale à celle de x. 
Il est souvent utile de rendre l'équation du degré m homogène en 


substituant à æ le rapport Set en multipliant ensuite par y". Il vient 
ainsi 
Aam Au y + Anny + i A Amy" = 0. 

Sous cette forme, pour multiplier les racines par À, il faut remplacer 
y par ły, et pour les diviser par À, on doit remplacer x par 2x. 

Comme application de ces règles, considérons l'équation 

F (x) = x* — 22 — x 4 2 =0 
qui est vérifiée par 
=I, L=—1, 1=2. 


Cherchons une transformée ayant pour racines ces nombres multipliés 
par 2. Ce sera : 
œ à x? 
F (:)=5- gann ER 2 20 
2 8 4" 2 


x3 — 42° — 4x + 16—0. 


ou bien 


Les racines de cette équation seront : 
z=2, T——2, L—4, 

comme il est facile de le vérifier. 

La transformée dont les racines seraient les précédentes divisées par 2 
est de la forme 

F(2x) = (2x) — 2 (2x)? — (2x) + 2 = 0, 
ou bien 
425 — 4x — x -+ I = 0; 

elle aura pour racines 


I I 
T=- T= —-, =I, 
2 2 


Enfin, il faut encore déterminer une transformée dans laquelle les 
racines sont augmentées ou diminuées d'une même quantité À. Rempla- 
çons dans (x) x par x — À; on aura 

F (x — 2) = (x — À — a) (x — À — b) ... (x — À — l), 
et lon voit que la transformée 
F (x — 2) = 0 


ati DA Ed a SN 


a pour racines 
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De même, par la substitution de x + À à x, Péquation 


F(x+1)=0 


admettrait pour racines 
a—ì, b—2, c—2), .…, l— 2, 
Il est souvent nécessaire de calculer les transformées précédentes, et 


il faut indiquer un procédé facile et commode pour déterminer leurs 
coefficients, Par une formule connue, on a : 


F2) F0) +270) +2 70 + 
D'un autre côté, on peut écrire 


F (2) = FO + £ — 2) = F(A) + (£ — 2) PO) 


"n Fm () 
CL re D nt ere à 


On sait que le reste de la division de F(x) par x — À est F (2), c'est-à- 
dire, ce que devient le second membre pour x = À. D'après ce dévelop- 
pement, le quotient a pour expression 


PO) (e— -O 


en y faisant x = }, il reste F’ k: done, si on divise de nouveau par x — À, 
le reste de la seconde division sera F’ (2), et le quotient 


S F™()) | 


I2» m 


+ x 


pute PO; 


2 M 


F” (1) jE 0 re Fm) (2) i 
I.2 T E di à pis 1,2, M 
F” (2) 


Une troisième division par x — À admettra pour reste m et ainsi de 


suite, Il résulte de là, que les coefficients de la transformée 
F(x+2)—=0o 
seront les restes successifs de ces divisions. 

Rappelons, maintenant, que pour diviser un polynôme F (x) par x — À, 
on a la règle suivante : le coefficient du premier terme du quotient est 
égal au coefficient du premier terme de F (x); celui d'un autre terme 
quelconque s'obtient en multipliant le coefficient du terme précédent 
par À, et en ajoutant ensuite le coefficient du terme correspondant de 
F (x); enfin, si S représente le dernier terme du quotient, et Am le der- 
nier terme de F (x), le reste est SA + Am. 
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Soit l'équation précédente 
F (x) = xë — 2%? — 1 +4 2 = 0 


ayant pour racines 1, — 1, 2. Proposons-nous de diminuer les racines 
d’une unité, Les calculs des coefficients de la transformée 


F(x+1)=0o 
se disposent comme suit : 
1 —2 —1 2 
I I —I —2 (o) 
I o (—2) 
I (1) 


(1) 

La première ligne renferme les coefficients de F (x); les nombres des 
autres lignes sont les coefficients des quotients successifs des divisions 
par x — 1 conformément à la règle indiquée ; enfin, les nombres entre 
parenthèses indiquent les restes ; ce sont les coefficients de la transfor- 
mée en commencant par le dernier qui doit être le coefficient de la plus 
haute puissance de x. Cette transformée sera donc 

xÿ— x? — 27 = 0; 
elle aura pour racines 0, — 2, 1. 

Lorsqu'on veut une transformée où les racines sont augmentées de À, 
il faut diviser par x À, et se rappeler que, dans la formation des quo- 
tients, on doit multiplier par — À au lieu de + 2. 

Avec la même équation, cherchons, par exemple, la transformée où 
les racines sont augmentées de deux unités. On dispose les calculs 
comme suit : 


I 2% ~ x 2 
A + 4 Tia 

1 —6 (19) 

F8) 

(1) 


La transformée F (x — 2) —0 sera donc : 
xë — 8x? + 197 —12=0; 


elle admettra pour racines 3, 1, 4. 
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Il arrive qu’il manque des termes dans l'équation donnée; il faut en 
tenir compte dans le calcul et leur donner pour coefficient zéro. Ainsi, 
pour l'équation 

F (x)= x* — 22° + 4x — 8 = 0, 
si l’on veut former la transformée où les racines sont diminuées d’une 
unité, on aura le tableaa suivant : 


I O —2 4 —8 


I 2 1 (4) 
1 3 (4) 
1 (4) 


Il conduit à l'équation 
mt + 4a + 4x + qi — 5 —0. 


A6- Principe sur les variations du premier membre d'une équation. 
Etant donné un polynôme tel que 


22 xs — 2x? — x 4 5, 

portons notre attention sur les signes des différents termes, Il peut 
arriver que deux termes consécutifs aient le même signe ou des signes 
différents; dans le premier cas, on dit qu’ils présentent une permanence, 
ct, dans le second, une variation. Dans un polynôme complet du degré 
m, ily a m1 termes, et en comparant un terme au suivant, on trouve 
que les permanences et les variations réunies sont en nombre m. Il n'en 
est pas ainsi pour un polynôme incomplet. 

Si, dans un polynôme complet, on change x en — x, les permanences 
deviennent des variations et les variations des permanences; ce qui 
n'arrive pas généralement dans un polynôme incomplet. Remarquons 
encore qu'entre deux termes non consécutifs de même signe, il y a un 


nombre pair de variations, et, si ces termes sont de signes contraires, un 
nombre impair. 


Cela étant, considérons l'équation 


F(x) = Aux" Æ Aa"! LL, HA, — 0 
et multiplions le premier membre par x — a, a étant positif; on intro- 


8 
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duira ainsi une racine positive, et nous allons voir que le nombre des 
variations du premier membre sera aussi augmenté. 

En parcourant l’équation à partir du premier terme qu’on suppose tou- 
jours positif, une variation se présentera en arrivant au premier terme 
négatif. Soit — A,x? ce terme; par hypothèse, le terme précédent 
A, xt! sera positif; ces deux termes donnent la différence 

Ag-uxttt — A, 


En multipliant le second terme par x et le premier par — a, il y aura 

dans le produit (x — a) F (x) le terme suivant : 

— (Aga + As) ait! 
et depuis le premier terme du produit jusqu’à celui-ci, il y aura au moins 
une variation comme il y en a une entre Aox” et — A,x dans F (x); 
mais, par la réduction des termes semblables, il pourrait se faire qu'il y 
ait plus d’une variation dans cette première partie du produit. 

En continuant à parcourir l'équation après — A;x%, on rencontrera 
encore une variation en arrivant à un terme positif; soit A,x” ce terme ; 
le précédent A,_,x"*! sera négatif ; en les réunissant, il vient : 

— Apax" t + Aa” 
et, dans le produit, il y aura le terme correspondant positif 
(Aia + Arat. 

Depuis le premicr terme du produit jusqu’à celui-ci, il y a au moins 
deux variations comme entre Asæ™ ct A,x de F (x). Supposons que les 
deux derniers termes de F (x) présentent une variation comme suit : 

Åm Li Au 
En multipliant par œ — a, la fin du produit sera de la forme 
AmiI? — (An-14 + An) x + Ana. 

D’après le raisonnement qui précède, il y a au moins entre le premier 
terme du produit et A,,_,x* autant de variations qu'entre Ar” et Amx 
dans F (x); il suffit de le continuer en allant de proche en proche jusqu'à 
A ur. Or, les derniers termes du produit donnent deux variations cor- 
respondant à une seule dans F (x). Il y en a done au moins une en plus 
au produit, et il en sera toujours ainsi quels que soient les signes des 
deux derniers termes de F (x). On a done ce principe : Si on multiplie le 
premier membre d'une équation ou bien un polynôme du degré m par un 
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facteur x — a, a étant positif, il y a au moins une variation de plus 
dans le produit que dans le polynôme primitif. 

S'il y a plus d'une variation introduite, on peut démontrer que leur 
nombre est toujours impair. Lorsque dans F (x) le premier et le dernier 
terme sont positifs, il y a un nombre pair de variations ; mais alors lé 
dernier terme du produit est négatif, et celui-ci en renférme un nombre 
impair; au contraire, il y a un nombre impair de variations dans F (x), si 
le premier et le dernier terme sont de signe différent et un nombre 
pair dans le produit. Or, pour passer de pair à impair ou d'impair à 
pair, il faut toujours ajouter un nombre impair. 

La propriété que nous venons de démontrer fait prévoir une relation 
entre le nombre de racines positives et celui des variations du premier 
membre d’une équation. Nous indiquerons plus loin cette relation impor- 
tante, 


$ 4. 
COMPOSITION DES COEFFICIENTS D'UNE ÉQUATION. FONCTIONS SYMÉTRIQUES 
DES RACINES, 


47. Les racines réelles et imaginaires de l'équation du degré m 
F(x) = 2" + Asa Es. LA, = 0, 


où le coefficient du premier terme est l'unité, étant désignées par 
4 050,55 Gén ar; 


F (x) = (x — a) (x — b) (x — c) ... (x — l), 
ou bien, en développant, 
F (x) = x” —a | x- ab | x"-2—abe | a"-5 +. Æ abe … l, 
—b — ac — abd 
— € + be — bed 


Si on compare cette expression terme à terme avec F(x), il vient les 
relations ` 


a+b +l=— A, 
ab -+ ac + + = As 
(2) abe + abd + -+ = — À; 
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Ainsi, quand le coefficient du premier terme d'une équation algé- 
brique est l'unité : 1° La somme des racines est égale au coefficient du 
second terme en signe contraire; 2° La somme des produits deux à deux 
est égale au coefficient du troisième terme, et ainsi de suite; 3° Le produit 
des racines est égal à plus ou moins le coefficient du dernier terme. 
Lorsque le coefficient As du premier terme n’est pas l’unité, on doit 
diviser les seconds membres des égalités (x) par Ao. 

48. Les premiers membres des relations précédentes jouissent de cette 
propriété de rester invariables par l'échange de deux racines quelconques. 
Lorsqu'une expression renfermant les racines a, b, c, ..., l présente ce 
caractère, on dit que c’est une fonction symétrique des racines. 

On appelle fonction symétrique simple celle où chaque terme renferme 
une seule lettre élevée à une certaine puissance; nous la désignerons 
par Sp; par définition, on aura : 

S, =œ + be + +. HP. 

Si on groupe les lettres deux à deux de toutes les manières possibles en 
donnant à la première lettre exposant p, à la seconde l’exposant q, la 
somme des termes ainsi obtenus est la fonction symétrique double ; en la 
représentant par S (a?b?), on écrit : 

S (a?b1) = a? bi + a?e? + brer +... 

En groupant les lettres trois à trois et en leur donnant respectivement 

les exposants p, q, r, on obtient la fonction symétrique triple 

S (arbre) = arbter + arbid" + +; 
ainsi de suite. Toutes ces expressions sont homogènes et entières par rap- 
port aux racines; elles jouissent de la propriété de pouvoir s'exprimer 
rationnellement au moyen des coefficients Ai, Az, …, Am de l'équation. 
Pour le démontrer, formons, par la règle connue, la dérivée de F (x); on 
obtient : 


F'(x) = ma"! + (m— 1) Aix"? (m — 2) As" 24, sx An 1. 

D'un autre coté, on sait que la dérivée est aussi la somme des quotients 

de F (x) par x — a, x — b, ete, Or le quotient de la division par x — a est 
l’expression 

ami D a a”? + a? x"—3 + —+ a"! 
+ A: -+ A;a + Aar 
+A: 
+ Ami 
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Il suffit de remplacer a par b,c, ..., pour avoir les autres quotients; 


leur somme aura pour valeur 
ma”! LS, xm2 Se 25 Re H Smi 
+ mA, + AS, + ASme 

+ MA: : 
+ mA, 


La comparaison des deux expressions de la dérivée conduit aux égalités 


suivantes : 
Sı Es mÀ; = (m — 1) A: 
S: + AiSi— MA: = (m — 2) A: 


> e . . . . . . . . . . . 
e € Sm—1 + AiSn_s -H ASn-5 + per + An_281 + mA = At 
O -En allant de proche en proche pour les résoudre par rapport à 
> , Sa, ete., on trouve : 
< 5sm A, 
že 2 
UJ Es: = A; — 2A, 
x s, = — À; + 34,4, — 34, 
= Ë S, = Af — 441A, + 4A, A, + 2A5 — 44, 
(am i S = — A; a ni 5414A, zY 5414; = 543A, ci 54,4, + 5A,A, TA 5A, 
DE s,—AÏ—GAÏA, +6 YA, + DA?AÏ — GAÏA, — 124 A A, 
N 3 — 2A} + 6A,A, + 6A, A, +342 - GA, 
< . . . . . . » . . . . . . L . . . . . 
o= Mapa 
On peut également les résoudre par rapport aux coefficients; il vient 
ainsi : 
A, =—S, 


1.2 Å, = S? — S, 
1.2.3 A, = — S] +3 S,S, — 2 S, 
1.234 À, =S! — 6 S!S, +8 S,S, +3 S? — 6$, 
1.2.3.4.5 À, = — Si + 10 SÈS, — 20 S?S, — 15 S S} -+ 30 S,S, + 205,5, — 24 S,» 

Les égalités ci-dessus permettent de calculer les sommes S jusqu’à 
Sn. Afin de s'élever aux sommes Sm, Sms .…, multiplions l'équation 

F (x) = o par æ"; il viendra 

mtn -= A g™tni -l Aaxt- + ss + Ant" = 0. 
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En remplaçant x successivement par a,b,c, ... l, et en faisant la 

somme des résultats, on trouve 
Smr -}- Å Smgni + A2Smin-e + A -+ An—1Sn+i + Å mSn = 0, 

Si l’on pose tour à tour n = O, 1, 2,3,4 .…, il viendra des équations 
permettant de calculer Sm, Sm}: .… De même, par les valeurs n = — 1, 
— 2, — 3, ctc., on pourrait aussi calculer les sommes des puissances 
négatives des racines. 

Il faut remarquer que dans les expressions de S,, S:, Ss, Sa, etc., la 
somme des indices dans chaque terme est constante; cette somme 
s'appelle poids de la fonction symétrique. Ainsi Sm est de poids m, et, en 
même temps, du degré m par rapport aux coefficients. 

Considérons maintenant les fonctions symétriques d'ordre plus élevé. 
Soit d’abord à calculer S (a”b1). On a : 

Sy = a? br -+ cr + + bp, 
Sy = at + bi + e +. . + la. 

Le produit des seconds membres donnera des termes de la forme 
arta, brta, ete, dont l’ensemble est S,,,; ensuite, des termes tels que 
abı, arcs, ete. dont la somme est S (arb). Par conséquent, l'on a : 


Sp Sa = Spa + S(arbi); 
par suite 
S (arbi) = S,Sy — Spa- 
Effectuons encore le produit des équations 
S (arb!) = arbs + arcs + bres -+ +- 
M + bre +. 
Au second membre, il viendra trois espèces de termes savoir : 
artrba, arbat, arbre" 
dont les sommes respectives sont : 
S(artrbs), S (arbat), S (arbre). 
Le produit donnera donc légalité 
S (a?b1) S, = S (ar tbi) + S (arbat) + S (arbse"), 
ou bien, en substituant aux fonctions doubles leurs valeurs 


(SpSg — Spa) Sr = SpyrSy — Sparr F SpSatr — Sptapr + S (arbac”) ; 
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d’où on tire 
S (arbic”) = SpSaS+ — Sp41Sr — Sp4rSa — SurSn + 2Sp4a4re 

En continuant ainsi, on voit qu’il est possible d'exprimer les fonctions 
symétriques d'ordre plus élevé au moyen des fonctions symétriques 
simples, et de même que celles-ci, elles seront des fonctions rationnelles 
des coefficients A1, A: ... Am de l'équation. 

Lorsque dans la fonction symétrique double S (arb?) on ap = q, les 
deux termes a”b!, atbr deviennent identiques, et ainsi des autres termes 
groupés deux à deux ; il faudra, dans ce cas, diviser le second membre 
de la formule précédente par 2, et écrire 

S (arbr) = $ (St, — S:»). 

Pour la fonction symétrique triple, tous les termes provenant de arbre" 
par la permutation des lettres a,b, c deviennent égaux en posant p—q=—r. 
On devra diviser par 1.2.3 au second membre pour avoir S (a»brcr), En 
général, si la fonction symétrique est d'ordre «, il faut diviser le second 
membre de la formule par 1.2.3... æ lorsque les exposants sont égaux. 

Nous n’avons considéré jusqu'ici que des fonctions symétriques homo- 
gènes; s’il n’en est pas ainsi, en réunissant les termes d’une même 
espèce, elle sera composée d’une suite de fonctions homogènes. Par 
exemple, pour les racines a, b, c d’une équation du troisième degré, 
l'expression 

a -+b c- a -+ b? + c? — 2abc 
est une fonction symétrique non homogène, mais composée de fonctions 
homogènes qui rentrent dans les précédentes. 

Si la fonction symétrique est fractionnaire, après avoir réduit les 
diverses fractions au même dénominateur, il ne restera plus aux deux 
termes de la fraction que des fonctions symétriques entières. 

Il y a encore les fonctions symétriques des différences des racines qui 
sont les plus importantes au point de vue de l'étude des fonctions algé- 
briques. Ainsi, pour l'équation du 4° degré dont les racines sont a, b, c, d 
les expressions 

S (a — b)? (c — d)?, S(a—b}) (ce — d)? (a — c) (b — d), 
(a — b} (a — c}? (a — d)? (b — c)? (b — d}? (c — d)? 
sont des fonctions symétriques; elles restent invariables par l'échange 
des lettres. Après avoir développé les sommes et effectué les produits 


LA 
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dans les différents termes qui les composent, on arrive encore à des 
fonctions symétriques entières. 

Nous pouvons maintenant regarder comme démontrée cette belle 
proposition générale : toute fonction symétrique rationnelle des racines 
d'une équation algébrique est équivalente à une expression rationnelle des 
coefficients de cette équation. 

49. Nous terminerons ce sujet en signalant une conséquence impor- 
tante de la théorie des fonctions symétriques. Considérons une fonction 
rationnelle d’une racine unique a de F (x) = o, par exemple, 


(a), 
ÿ(a) 
En multipliant les deux termes par 


Y (b) #(e) .… 4 (0), 
elle devient 
Y (b) Ye). Y (9) 
ATOTO TON 
Le dénominateur ne change pas, si l’on permute deux racines quelcon- 
ques; c’est une fonction symétrique que l’on peut remplacer par une 
expression rationnelle des coefficients de F (x) =o. Le numérateur est 
aussi une fonction symétrique des racines de l'équation 
F (x) 


T—0@ 


, 


c’est-à-dire, l'équation primitive débarassée de la racine a. Or, en effec- 
tuant la division par x — a, les coefficients de cette équation seront des 
expressions rationnelles par rapport à a. Il suit de là que la fonction 
donnée est susceptible de se ramener à une fonction entière de a; dési- 
gnons-la par 0 (a). Si le degré de 0 est supérieur à m, on peut diviser 
9 (a) par F (a), et en appelant R le reste, on aurait 
0 (a) =F (a). QHR=R 

puisque F (a) = o; mais R est au plus du degré m — 1 relativement à a; 
donc, une fonction rationnelle quelconque d'une racine de l'équation 
F (x)= o, peut toujours s'exprimer par une fonction entière de celte 
racine dont le degréest au plus m — 1. 
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS. THÉORÈMES CLASSIQUES. 


50. Nous nous occuperons d’abord du problème de la résolution des 
équations numériques, c'est-à-dire, des équations où les coefficients 
sont des nombres donnés que nous supposerons réels; dans cette 
hypothèse, nous exposerons les méthodes qui permettent de déterminer 
les racines, soit exactement, soit d’une manière aussi approchée que 
possible. Ces méthodes reposent sur différentes vérités algébriques 
importantes qu’il est nécessaire de démontrer préalablement. La grande 
question qui domine cette partie de l'algèbre est la détermination du 
nombre exact de racines comprises entre deux nombres donnés. C’est en 
parcourant les différents théorèmes qui suivent que l’on peut se faire 
une idée des efforts des géomètres pour résoudre ce problème. Nous com- 
mencerons par exposer une règle qui précède toutes les autres et que 
l'on appelle théorème de Descartes. 


Si 
THÉORÈME DE DESCARTES. 


51. Le théorème de Descartes établit une relation intéressante et 
utile entre le nombre des variations du premier membre d’une équation 
et celui de ses racines réelles. 

Lorsqu'une équation a toutes ses racines positives, il est visible qu’en 
effectuant le produit 


F (x) = (x — a) (x — b) +. (x — l) Ao 
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il y aurait dans F (x) m variations, c'est-à-dire, autant que de racines 
positives. Considérons le cas d’une équation quelconque du degré m 


F(x)=0 


dont on ignore la nature des racines. Supposons qu’elle admette pour 
racines positives les nombres a, b, ... g. On peut écrire 


F (x) = (£ — a) (x — b) = (x — 9) ẹ (2), 


ọ (x) étant un polynôme qui représente le produit des facteurs linéaires 
correspondant aux autres racines. Nous avons vu précédemment que la 
multiplication d’une fonction entière ọ (x) par un facteur tel que (x — a), 
(x — b) ete. donne un produit renfermant au moins une variation en 
plus; par conséquent, dans le produit total, ou bien dans F (s), il y 
aura au moins autant de variations qu'il y a de facteurs (x — a), 
(x — b) ete., c’est-à-dire, que de racines positives. 

D'un autre côté, lorsque le premier et le dernier terme d’une équation 
sont positifs, il y a, à la fois, un nombre pair de variations dans F (x) et 
un nombre pair de racines positives; au contraire, si le premier et le 
dernier terme sont de signe différent, il y a, en même temps, un nombre 
impair de variations dans F (x) et un nombre impair de racines positives; 
dans ces deux cas, s’il existe une différence entre le nombre de variations 
de F(x) et celui des racines positives, cette différence est toujours un 
nombre pair. De là résulte cette proposition due à Descartes : 

Le nombre des racines positives d’une équation ne peut pas surpasser 
le nombre des variations du premier membre; si ces nombres ne sont pas 
égaux, leur différence est un nombre pair. 

En appelant v le nombre des variations de F(x), et r le nombre des 
racines positives, on a donc la relation 


(1) v=r + 2k, 
k étant zéro ou un nombre entier. 
Si nous remplaçons maintenant x par — x dans l'équation proposée, 
les racines négatives deviennent les racines positives de la transformée 
F(—x)=0 


et, en appliquant à celle-ci la règle précédente, on obtient cette propo- 
sition complémentaire : 
Le nombre des racines négatives d'une équation ne peut pas surpasser 
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le nombre des variations de la transformée en — x; si ces nombres ne 
sont pas égaux, leur différence est un nombre pair. 

Soit v’ le nombre des variations de F(— x), et r’ le nombre des racines 
négatives de F (x) = 0; on aura encore la relation 


(2) v =r + 2k, 


k’ représentant un nombre entier pouvant être zéro. Si on combine (1) 
et (2) par addition, on trouve 


(3) v-v =r 4r 42d 


d étant toujours un nombre entier qui peut être nul. On voit done que le 
nombre total des racines réelles d’une équation est au plus égal à v-v’, 
et la différence entre v -+v etr-}r’ est zéro ou un nombre pair. 

Lorsque l’équation F (x) est complète, par le changement de x en — v, 
les permanences de F(x) deviennent les variations de F(— x) et le 
théorème de Descartes peut alors s'exprimer ainsi : 

Dans une équation complète, le nombre des variations est*égal au 
nombre des racines positives ou le surpasse d'un nombre pair; le nombre 
des permanences est égal au nombre des racines négatives ou le surpasse 
d'un nombre pair. 

52. Il est utile de remarquer que les nombres v, v’, v + v’ sont 
compris entre.-o et m; dans certains cas, ils peuvent prendre leur 
valeur maximum qui est m, ou leur valeur minimum qui est zéro. 
Dans une équation où tous les termes sont positifs, on a v = 0, et la 
relation (1) donne nécessairement r — 0; une telle équation n’a pas de 
racine positive, ce qui est évident. Quand toutes les racines sont posi- 
tives, r = m, et l'on a : v = m -+ 2k; mais comme v ne peut pas dépas- 
ser m, il faut que le nombre k soit nul; par suite v = m. Une équation 
qui a toutes ses racines positives doit être complète et ne présenter que 
des variations. 

Si v= 1, en vertu de la relation (1), on doit avoir r — 1; de même 
si v' — 1, on a aussi »’ — 1, Donc, une équation qui n'offre qu'une seule 
variation admet nécessairement une racine positive; de même, si la trans- 
formée en — x ne présente qu'une variation, il y a nécessairement une 
racine négative. 

La règle de Descartes fournit une limite supérieure pour le nowbre 
des racines réelles et, par suite, elle donne en même temps une limite 
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inférieure pour le nombre des racines imaginaires ; car m étant le degré 
de l'équation et 2f le nombre des racines imaginaires, on a : 
m— (r+ r')= 2i 
ou bien 
m — (v+ v') + 2d = 2i. 

Cette relation prouve d’abord que la différence m—(v<+-v') est 
toujours un nombre pair; ensuite, que m — (v -+ v’) est une limite infé- 
rieure au nombre des racines imaginaires, de telle sorte que, si 


m — (v— v') = 28, 
Péquation admettra au moins 2s racines imaginaires. Par exemple, 
l'équation 

x — x 4 1 =0, 
aura au moins deux racines imaginaires; on a v = 2, et dans la trans- 
formée 

—a+rti=o, 
v = 1; par suite, 

m — (v +v) =2. 

53. L'équation précédente offre, comme on dit, une lacune, c’est-à- 
dire, qu’elle manque de plusieurs termes consécutifs. Il existe, à ce sujet, 
une règle générale que nous allons faire connaitre. Considérons l’équa- 
tion 

Ax" + Bam-%x-1 + Cam-ik-2 + = 0, 


dans laquelle il manque 2k termes après le premier. Rétablissons les 
termes en leur donnant pour coefficients les nombres Qı, q2... positifs 
ou négatifs; l'expression 


Ac" +- giant -!- qaam: -l- ANA + Bam-2k-1 


est un polynôme complet de 2k + 2 termes et il donnera, pour + x et 
— x, 2k— x variations. Or les nombres m et m—2k— 1 étant de parité 
différente, si les termes Ax" et Bx™-*—! présentent le méme signe dans 
F (x), ils auront des signes contraires dans F (— x), ct réciproquement; 
ils ne donnent lieu qu'à une seule variation. L'absence des termes diminue 
done le nombre v -} v’ de 2k + 1 — 1 = 2k variations, et l'équation pro- 
posée aura au moins 2k racines imaginaires. De là cette règle : 


Www.rcin.org.pl 


— 109 — 


S'il manque 2k termes entre deux termes consécutifs d'une équation, 
celle-ci admet au moins 2k racines imaginaires. 
Soit, en second lieu, l'équation 


Az" +- Barte -H C™m-2k-s -L .. = 0 


qui offre une lacune de 2k + 1 termes entre le premier et le second. En 
rétablissant les termes comme tout-à-l'heure, il viendra l'expression 


Ax" + que! + gra" -+ - - Ba”? 


qui présentera 2k + 2 variations pour + x et — x. Ici, les nombres m 
et m — 2k — 2 sont de même parité et lorsque les termes Ax” et 
Bæ"-%-? ont le même signe dans F (x), ils auront encore le même signe 
dans F (— x); si les signes de ces termes sont différents, ils donneront lieu 
à une variation dans F (x) ainsi que dans F (— x); dans le premier cas, il 
y aura une perte de 2k + 2 variations par l'absence des termes et, dans 
le second, une perte de 2k. Par conséquent, 

Si, dans une équation, il manque 2k + 1 termes entre deux termes de 
même signe, il y a au moins 2k + 2 racines imaginaires; si ces termes 
sont de signe différent, il y en a au moins 2k. 

54. Le théorême de Descartes devient plus précis lorsqu'il s’agit d'équa- 
tions qui ont toutes leurs racines réelles. Dans ce cas, le nombre des 
racines positives est égal à celui des variations du premier membre, et le 
nombre des racines négatives à celui des variations de la transformée en 


— x. En effet, en remarquant que r -+ r’ —m, les relations (r) et (2) 
donnent 


v-v =m4 2k + 2h"; 
d’où 
m—{(v+v)— — 24 — 2k'. 
Mais, la différence du premier membre est positive ou nulle; donc, 
k = 0, k' — 0, et les mêmes relations (1) et (2) se réduisent à 


, 


TSA v 
Lorsqu'une équation qui a toutes ses racines réelles est complète, il 
suffit de compter les variations et les permanences du premier membre 
pour avoir le nombre exact des racines positives et négatives. 
55. Le théorème de Descartes est extrémement précieux; son applica- 
tion n’exige aucun calcul et il donne souvent sans la moindre peine des Pt 
pa 


A y 
> 
$ 
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indications très utiles sur la nature des racines d’une équation. Soient, 
par exemple, 


(a) 3x? =- x’ — I = 0, 

(b) x? — 2%? +- T — I = 0, 
(c) x$ + 225 La -+ r — 1 = 0, 
(d) gm — i= 0, 

(e) gm +1i=o, 

(f) x" -+ pa" + q = o. (m, n impairs) 


a) On a : v= 1, v' = 1. Cette équation admet une seule racine 
positive et une seule racine négative; toutes les autres sont imaginaires. 

b) v= 3, v' =0 : il y a une racine réelle positive et deux racines. 
imaginaires, ou bien trois racines positives. 

c) v = 1, v' = 3 : l'équation admet une seule racine positive; comme 
elle présente une lacune de quatre termes, il y aura au moins quatre 
racines imaginaires; elle peut encore avoir soit une, soit trois racines 
négatives. 

d) v = 1, v' = 1 : ilya une racine positive et une racine négative; 
ces racines sont évidemment -1 et — 1; toutes les autres sont ` 
imaginaires. 

e) v = 0, v' = 0 : l'équation ne possède aucune racine réelle. 

f Si p=-4+ et q = Æ; ona.: vv = 1; si p= — et q= +, il 
vient : v-v’ = 3; l'équation peut donc avoir soit une, soit trois 
racines réelles. 


S:2: 
Tuéonève DE FOURIER. 


55. Le théorème de Descartes porte sur les changements de signe des 
termes d’une équation; celui de Fourier est relatif aux variations que 
présentent les résultats de la substitution de certaines valeurs de x dans 
le premier membre et ses dérivées successives. Etant donnée l'équation 
du degré m : 


F (x)= 0, 
par la dérivation, nous pouvons former la suite 
(a) Rhah E {0s F” (a) FUE) 0, FM) 
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renfermant m -+ 1 fonctions dont les degrés diminuent d'une unité en 
passant de l’une à l’autre, Le théorème de Fourier consiste dans la 
proposition suivante : 

Le nombre des racines comprises entre deux quantités œo et «i > o, 
ne peut pas surpasser le nombre de variations perdues dans la suite (x) 
lorsqu'on passe de x = ay à æ= 1; si ces nombres ne sont pas égaux, 
leur différence est un nombre pair. 

En effet, posons successivement dans F (x) = 0, 


(1) r=a +y, s=% +y, 


y étant une nouvelle inconnue; il en résultera les deux transformées 
F(a +y) =0, F(a -+y)=0, 
ou bien 


(2) F(a) yF (2o) + 2 F'/(a0) +» SU FO") (4) = 0, 


1.2...m 
(3) F(a) + y (2) + PP" (a) + pe (as) = 0. 


Désignons par ro, r, les nombres de racines de F (x) = o, plus grandes 
respectivement que æ) €t æi; par Vo et vı les nombres de variations de la 
suite (x) pour x = gy et x= a; par vp le nombre de variations perdues 
dans la même suite en passant de x = g) à x = gı, et par r le nombre 
des racines comprises entre #, et «zı. On aura les relations 

r= To — Ti, Up= Vo — Vi. 

Les transformées (2) et (3) admettent autant de racines réelles que la 
proposée. En vertu des relations (1) le nombre de racines x plus grandes 
que «, est égal au nombre de racines positives de l'équation (2), et, d'après 
la règle de Descartes, nous pouvons poser : 


Vo = To + 2ko, 


car les signes des coefficients de (2) sont les mêmes que ceux des résultats 
des fonctions de la suite de Fourier pour x = go. 

De même le nombre de racines æ plus grandes que 4, est égal à celui 
des racines positives de la transformée (3), et nous aurons aussi 


v= ri + 2k, 


les signes des coefficients de (3) étant encore ceux de la suite (x) pour 
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x= gı. Si nous retranchons ces deux dernières égalités membre à 
membre, on trouve 
Vo — Vi = ro — rı + 2ko — 2k, 
ou bien, 
vp =r + 2k, 
2k étant un nombre pair qui peut être nul. Cette dernière relation est 
précisément la traduction de la proposition de Fourier. 
Soit, par exemple, l'équation 
x3 — 2x° — x -4 2 = 0. 
La suite de Fourier sera : 
F (x) = x* — 24° — x +2 
F' (z) = 3x? — 4x — 1 
F” (x) = 6x — 4 
F” (A= 6, 
Prenons, en premier lieu, pour &o et æ, les nombres o et 3. En les 
substituant dans ces fonctions, on trouve pour la succession des signes 
F(x) F'(&) F” (x) F” (x), 
+ d — + , pour æ—0o, 
Ole + , pour æ—3, 
Il ya deux variations pour x — o et aucune pour æ = 3; puisque 
deux variations se perdent en passant de x = o à x = 3, il peut y avoir 
soit zéro, soit deux racines réelles dans l'intervalle, 


Prenons encore pour æo et æ, les nombres — 2 et o. On trouve, dans 
ce cas, 


F (x), F(x), F” (x), F” (x), 
+ -= + , pour t=- 2, 


-H — — + , pour r =0, 

Une variation se perd dans le passage de x = — 2 à x —0; on 
peut affirmer qu’il y a une racine dans l'intervalle, parce que si, dans la 
relation 

Vp =r -L 2k, 


Vp = 1, il faut que r = ı et k = 0, 

Le théorème de Fourier donne une solution imparfaite du problème 
relatif au nombre de racines comprises dans un intervalle donné. Cette 
imperfection disparaît, si l'équation proposée a toutes ses racines réelles ; 
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dans çe cas, les transformées (2) et (3) ont aussi toutes leurs racines 
réelles et l’on a : 
Vo—= To, =; 
par suite 
vo — v =fr, — r, OÙ vy=r. 


Le nombre de variations perdues dans la suite de Fourier est exacte- 
ment le nombre de racines réelles comprises dans l'intervalle, C'est surtout 
par cette dernière partie que le théorème de Fourier est utile, comme 
nous le verrons plus tard. 

Nous ferons, en terminant, une dernière observation, Supposons que 
lon ait trouvé un nombre /, tel que pour x = L, F (x) et toutes ses déri- 
vées soient positives. Pour les valeurs &, = l, gı = -+ œ , la suite de 
Fourier ne présentera que des permanences; aucune variation ne se perd 
dans l'intervalle et l'équation ne possède aucune racine entre L et +. 
Donc le nombre ¿sera supérieur à la plus grande des racines, ou bien, 
comme on dit alors, l sera une limite supérieure des racines. Ainsi, dans 
l'exemple précédent, ie nombre 3 est une limite supérieure des racines de 
l'équation 

Xi — 2x —x+2—=0. 


$ 5. 
Tuéonème pe RoLce. 


56. Deux racines consécutives d'une équation F(x) — 0 comprennent 
toujours, soit une, soit un nombre impair de racines de l'équation dérivée 
F'(x)= 0; 

Désignons par 

ar D Ceres 
les racines de l'équation F(x)—0 rangées par ordre de grandeur. On sait 
(N° 58) que F (x) et F’ (x) sont de même signe immédiatement après que 
x a traversé une valeur racine de l'équation, et de signe différent immé- 
diatement avant. Done, si h est une quantité suffisamment petite, les 
valeurs F (a + h), F'(a-h) seront de mème signe et F (b— h), F'(b—h) 
de signes contraires; or, en suivant les variations de x, de a - h à b — h, 
F(x) conserve son signe puisqu'il n’y a aucune racine dans l'intervalle ; 


9 
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c'est donc la dérivée qui change de signe et qui passe par conséquent par 
zéro entre a—-h et b— h, ou entre a et b, h étant une quantité aussi 
petite que l’on veut. De plus, comme les valeurs du commencement et de 
la fin F’(a + h) et F'(b— h) sont de signe différent, la dérivée peut 
passer un nombre impair de fois par zéro entre a et b. Ce raisonnement 
s'applique à deux racines consécutives quelconques de F(x), et il est 
démontré qu'il existe toujours entre elles, un nombre impair de racines 
de F (x) = o. 

Le théorème ne dit rien de l'intervalle compris entre la plus grande 
racine let Lo, Remarquons que F (l + h) et F ( œ) sont de même signe ; 
car il n’y a aucune racine entre } eto , et, comme F( œ) = —, ce signe 
est positif; mais F’ (l -+ h) est de même signe que F (l -+ h); dune F' (l-h) 
et F’(c ) étant positifs, il peut y avoir zéro ou un nombre pair de racines 
de la dérivée entre l et . On démontre de la même manière qu'il en est 
encore ainsi pour l'intervalle compris entre la plus petite racine a et— œ . 

D’après ce théorème, si F (x) — o possède k racines réelles, la dérivée 
en aura au moins k — x, et si l'équation donnée a toutes ses racines 
réelles, il y aura m — 1 intervalles renfermant au moins une racine de 
la dérivée; done celle-ci aura aussi toutes ses racines réelles; mais la 
réciproque n’est pas vraie. 

Le théorème de Rolle est encore applicable à une équation qui a des 
racines égales; lorsque, par exemple, F (x) = o admet une racine b du 
degré p de multiplicité, cette même racine sera une racine multiple du 
degré p — rı de la dérivée. On doit considérer la racine de l'ordre p 
comme donnant lieu à p — 1 intervalles identiques chacun d'eux renfer- 
mant une même racine de la dérivée. 

Portons maintenant notre attention sur la réciproque du théorème de 
Rolle. Puisque deux racines consécutives de F (x) = o, telles que b et c, 
peuvent comprendre plus d'une racine de F’ (x) = 0, il est clair que deux 
racines conséeutives de celle-ci ne renfermeront pas nécessairement une 
racine de la première; s’il arrive que deux racines consécutives b’ et c’ 
de F’ (x)= o comprennent une racine de la proposée, cette racine sera 
unique; car, s’il y avait entre b' et c’ deux racines b etc de F (x) = o, 
ces dernières ne renfermeraient aucune racine de la dérivée; ce qui est 
impossible, Désignons par a’, b', c’ ... k’ les racines de l'équation dérivée 
rangées par ordre de grandeur, et considérons la suite 
(r) — o, a;b, c k Ha, 
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qu’on appelle nombres de Rolle. Ils jouissent de cette propriété spéciale 
que, pour eux, la règle de substitution conduit à des conclusions précises. 
Si deux de ces nombres consécutifs substitués dans F (x) donnent des 
résultats de mème signe, on est certain qu'ils ne renferment aucune 
racine et, si les résultats sont de signes contraires, on peut affirmer qu'il 
n’y a qu'une seule racine dans l'intervalle, 

Lorsque la dérivée admet g racines réelles distinctes, la suite (r) ne 
donnera que q- 1 intervalles et l'équation proposée admettra au plus 
q- 1 racines réelles. L'équation F(x)—o ne pourra avoir toutes ses 
racines réelles que si la dérivée admet m — 1 racines réelles distinctes ; 
alors seulement la suite (r) offrira m intervalles, et si chacun renferme 
une racine, F (x)= 0 aura m racines réelles. Dans le cas où la dérivée 
possède des racines égales le nombre des intervalles de la suite de Rolle 
sera diminué; mais nous croyons inutile d'insister sur ce point. Les 
substitutions précédentes ne peuvent se réaliser sans résoudre l'équation 
dérivée; or, celle-ci est, en général, presqu'aussi difficile à résoudre que 
la proposée. Ce n'est que pour l'équation du troisième degré et quelques 
équations incomplètes que la suite de Rolle peut être utile. 

57. Nous avons démontré (N° 36) la formule 

h? h” 
F (x +- h) =F (x) + h F' (x) + — F” (x) + + AOF AA (x). 


I.2 


Le théorème de Rolle permet d’en donner une simplification impor- 
tante. En effet, on peut écrire, 


(a) P(A)= F (a) A P (2) +R, 


R représentant une fonction entière de x et de À. Cela étant, considérons 
l'expression 


(8) F (z +2) —F (2) — 2P (2) — ER 


que nous regarderons comme une fonction de la variable z. La dérivée 
de F(x +-2) par rapport à z est le coefficient de k dans le développement 
de F(x -+z-+h), est-à-dire, F'(x- z). On a done, en prenant la 
dérivée de cette fonction relativement à z, 


(7) F' (x -+ z) — F'(x) — zR. 


La fonction (8) s'annule pour z = 0, et aussi pour z = h d’après la 
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formule (+); conformément à la proposition de Rolle, il y aura entre o 
et h un nombre A’ qui annulera la dérivée (y), et celle-ci sera elle-même 
égale à zéro pour les valeurs z = o et z = h'. 
La dérivée de (y) par rapport à z, c’est-à-dire, 

F” (x -+ z)—R, 
d’après le même théorème, devra aussi être égale à zéro pour une valeur 
h'' comprise entre o et h’. Il vient ainsi 

R= F” (s h"); 
mais, comme A” est une quantité comprise entre o et h, on pose géné- 
ralement 


K= 0h, 
4 étant un nombre compris entre zéro et l’unité. On écrit done 
R = F” (x + 0h). P 


Il résulte de cette valeur que le développement proposé peut s'arrêter 
au troisième terme, et l’on a exactement 


F (x 4 h) =F (x) + hF’ (£) + £ F” (æ +- 9h). 


4! 


58. Appliquons le théorème de Rolle à quelques exemples. "Soit 
d’abord l'équation trinôme 
F (x) = x” -+ px" +q =o, (m, n impairs). 
Nous savons par la règle de Descartes que cette équation admet, soit 
une, soit trois racines réelles. En égalant à zéro la dérivée du premier 
membre, il vient 


F' (x) = mac! + npa"! = ma"! | gr 2) = 0. 
m 


i 


Lorsque p est positif, la dérivée n’a pas d’autre racine réelle que zéro : 
l'équation proposée ne peut avoir qu'une seule racine réelle, Si p est 
négatif, la dérivée s’annulant pour 


il y a deux racines réelles puisque m—n est pair; les nombres de 


Rolle seront alors 
m-n m-n 


PU A TE —T, de 
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En les substituant dans l'équation proposée, et en exprimant que les 
résultats doivent présenter la suite des signes 


= +-+ 


pour qu'elle admette trois racines réelles, on arrive aux inégalités 


DNS à er OT M) EURE 
(7) r( Yg 


n 


CE ea 


m m 


Si Pon met en facteur dans les premiers membres la quantité 


m 


Es 
m 


et si on simplifie, on trouve facilement 


m, M. 
npa nq HONTE nq 
es CS 
m m—n m m—n 
Or, p est négatif, et si q est positif, la première inégalité est satisfaite 
d'elle-même; la seconde élevée à la puissance m — n peut s’écrire 


o (aes 


Si q est négatif, c’est la seconde inégalité qui est satisfaite d'elle-même ; 
en transformant la première, on arrive à la même relation (s). Comme 
m est impair et m— n pair, elle ne peut être vérifiée que si p est 
négatif. Nous arrivons donce à cette conclusion : l'équation trinôme avec 
des exposants impairs admet une seule racine réelle si p > 0, et trois 
racines réelles lorsque l'inégalité (s) est vérifiée. 

Comme cas particulier, l'équation du troisième degré 


a + pa + — 0 


aura ses trois racines réelles avec la condition 


GE se + 
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Dans certains cas exceptionnels, le théorème de Rolle peut être utile 
sans résoudre l'équation dérivée. Soit, en premier lieu, l'équation 


F 0) 


Teas T 


On en déduit pour l'équation dérivée 


x? 
F' (x) = — 1 TETISNT -= 
En faisant leur somme, on trouve 


F (x) + F' (z) = 


gmi 
TT TE 


` 
2m 


% 
1.2...(2m) 
Soit æ une racine de la dérivée; si on pose x — g dans cette relation, 


F'(«) étant nul, il reste 
aim 


F(a) =- 


quantité positive. Tous les résultats de la substitution des racines de la 
dérivée dans F (x) sont positifs et l'équation proposée aura toutes ses 
racines imaginaires. 

Soit, en second lieu, l'équation 


F (z) = (x? — 1)" — 0, 
F (x) = (x — 1)" (x +1)" = 0. 
Le premier membre renfermant les facteurs x — 1 et x + 1 à la mie 


puissance, + 1 et — 1 sont des racines multiples du degré m de multi- 
plicité, L'équation dérivée 


2 (2m) 


ou bien 


F (x)= 0 
est du degré 2m — x et renfermera les facteurs x- 1 et æ — 1 àla 
puissance m — 1, d’après le principe des racines égales; les deux racines 
multiples 1 et —1 de l’ordre m— 1 sont équivalentes à 2m — 2 racines 
simples; il en reste une autre que nous désignerons par æ, et qui sera 
comprise entre 1 et — 1, les deux racines de l'équation précédente, 
conformément au théorème de Rolle. 

L'équation 

F” (x)=0 
contiendra x — 1 et x —+- 1 à la puissance m — 2; les deux racines mul- 
tiples -+ 1 et — 1 de l'ordre m— 2 représentent zm— 4 racines simples ; 
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mais cette équation étant du degré 2m — 2, il y en a encore-deux autres ; 
soient Ĝĝ, et Ĝe celles-ci; elles devront se trouver dans lés intervalles des 
racines 
—1, &, +I 
de l'équation F’ (x) — o; elles seront réelles et plus petites que l'unité. 
En continuant ainsi, après m dérivations, on arrivera à l'équation 
F(z) = 0 
qui jouira de cette propriété d’avoir toutes ses racines simples, inégales 
et comprises entre + 1 et — 1. 


$ 4. 


Tuéorème DE STURM. 


59. Ce théorème donne une solution parfaite du problème de la déter- 
mination du nombre des racines réelles comprises dans un intervalle 
donné. A l'exemple de Fourier, Sturm étudia les variations de signe d’une 
suite de fonctions déduites du premier membre de l'équation; le procédé 
de dérivation n'ayant réussi qu'incomplètement, Sturm imagina d'em- 
ployer le procédé de la recherche du plus grand commun diviseur, 
comme nous allons l'indiquer. Soit 

R =0 
une équation du degré m qui n’a pas de racines égales; désignons par 
R' la dérivée de R ; divisons R par R’ et soit Ra le reste changé de signe; 
divisons ensuite R’ par Re, et soit Rs le reste changé de signe ; divisons 
encore Re par R; et soit R, le reste changé de signe. On continue de cette 
manière les divisions comme pour chercher le plus grand commun 
diviseur de R et de R’ en ayant soin de changer chaque fois le signe du 
reste obtenu, On arrive ainsi aux fonctions suivantes 
(r) Ri WS Ry Ro. ag B 
dont les degrés diminuent depuis m jusqu’à zéro en avançant dans la 
suite, de telle sorte que R, est une constante numérique, attendu qu'il 
n'y a pas de plus grand commun diviseur entre R et R’. En général, ces 
fonctions sont au nombre de m-} 1, et leurs degrés diminuent régulière- 
ment d’une unité. Cela étant, le théorème de Sturm consiste dans l’aflir- 
mation suivante : 
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Le nombre de racines réelles comprises entre deux nombres a et 5 > a 
est égal au nombre de variations perdues dans la suite (r) en passant de 
x =a àx = b, 

Plaçons-nous dans lhypothèse où x varie d'une manière continue 
depuis æ jusqu'à 8. Lorsque x prendra une valeur telle que x — a, 
racine de R = 0, on sait, qu’immédiatement avant, R et R’ sont de signes 
contraires et, immédiatement après, de même signe ; après que x a dépassé 
a, il se perd donc une variation en tête de la suite de Sturm; il en sera 
de même chaque fois que x passera par une valeur racine de l'équation; 
en somme, pour tout l'intervalle, il se perdra au commencement de la 
suite (r) autant de variations qu’il y a de racines entre « et ĝ. 

Il reste à démontrer que, si æ rencontre une valeur qui annule une 
fonction intermédiaire, le nombre des variations de la suite ne sera pas 
altéré. D’après leur origine, on a, entre les restes de Sturm, les relations 


R—QR'—R:, R'— QR: — R; etc. 
En général, 
R;_: paer QR, R Ragi- 


Supposons que, pour la valeur x — k comprise entre « et GB, l’on ait : 
R;,—0 ; l’une des deux fonctions adjacentes ne pourra s’annuler en même 
temps; car, si l’on avait, par exemple, Ra: =0 et R,—0, on devrait en 
conclure que Ra}: = 0; mais d’après l'équation suivante, si R, — 0, 
Rs}: = 0, il faudrait aussi que R,,:—0o; en continuant ainsi, il en 
résulterait que R,—0o, ce qui est impossible, puisque R, est une 
constante numérique. En vertu de légalité précédente, au moment où R, 
devient nul, les fonctions R;_; et R,,, sont de signe différent. En dési- 
gnant par À une quantité suffisamment petite pour que les deux fonc- 
tions R,_, et Rayı conservent leur signe respectif entre a — h et a+ h, 
la suite des restes 

Ross Ro Ripi 
présentera une variation pour x = a — h, et aussi pour x =a +h; 
car, quel que soit le signe que l’on place entre deux signes contraires, il 
n’en résulte qu’une seule variation ; il est doac indifférent que R, passe 
du négatif au positif ou du positif au négatif en s'évanouissant; aucune 
perte n’aura lieu de ce chef dans le nombre des variations. Ce raisonne- 
ment pouvant se répéter à propos de toute autre fonction intermédiaire 
qui viendrait à s'annuler dans l'intervalle, on est en droit de conclure 
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que le nombre de variations perdues de x — x à x —f est égal au 
nombre de fois que x a rencontré de racines de l'équation. Appelons vz, 
vg les nombres de variations que présente la suite (r) pour x = æ et 
æ —f, et n le nombre de racines comprises dans l'intervalle ; on aura 
la relation 


n= Va — Vi 


I ne serait pas inutile de faire remarquer de quelle manière les varia- 
tions viennent se perdre en tête de la suite de Sturm. Supposons, pour 
fixer les idées, qu’il y ait trois racines a, b, c entre x et B. Avant que 
æ n'arrive à la Valeur a, il y a une variation entre R et R’, et, un peu 
après, une permanence; pendant que x augmente à partir de a pour 
aller vers b, les signes des différentes fonctions se déplacent de manière 
qu'avant la valeur x = b, une nouvelle variation apparaît en tête de la 
série; quand x a dépassé b, la variation se perd et, par de nouveaux 
déplacements de signes dans les restes, elle revient lorsque x se rap- 
proche de la valeur c pour disparaître encore, après que x a passé par 
c pour augmenter jusqu’à la valeur £. 

60. Considérons le cas où l'équation F (x) — 0 a des racines égales. 
On forme toujours, comme on l’a indiqué, la suite (r); mais, dans ce 
cas, R, sera une fonction de x puisqu'il existe un plus grand commun 
diviseur entre R et R’. En divisant toutes les fonctions R par R,, il 
viendra la seconde suite 


(s) eS En E  2u. fout à: 

L'équation S = o renfermera les racines simples de la proposée ainsi 
que les racines multiples, chaeune d'elles une fois seulement. Les fonc- 
tions S jouissent des mêmes propriétés que les fonctions R, Ainsi, pour 
celles-ci, on a la relation 

Riu = QuRa — Ru, 
et, en divisant les deux membres par R,, elle deviendra 

Sur = QnSn — Su}: ; 
par suite, lorsque x, en variant de z à 5, annulera Sa, il en résultera, 
comme pour les fonctions R, que le nombre des variations ne sera pas altéré, 

Nous avons encore la relation 
S . 

g , 


z= 
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les fonctions S et S’ seront de signe différent ou de même signe en même 
temps que R et R’. Le théorème de Sturm est donc applicable aux fonc- 
tions S : le nombre de variations perdues en passant de x = & à x = f 
indiquera le nombre de racines comprises dans l'intervalle, mais sans 
tenir compte de leur degré de multiplicité. Si on reraarque que l’on passe 
de la série (8) à la série (r) en multipliant par un même facteur Rp, on 
peut se servir uniquement de la suite (r) sans qu'il soit nécessaire de 
calculer les fonctions S et la conclusion restera la même. 

61. Le théorème de Sturm permet de déterminer le nombre de 
racines réelles d’une équation qui n’a pas de racines égales, Après avoir 
formé, pour cette équation, la suite (r), on y substitue — œ et + æ ; le 
signe des diverses fonctions sera le même que celui des premiers termes, 
et la différence v_ — V+ donnera le nombre exact de racines réelles, 
Dans le cas d'une équation admettant des racines égales, la différence 
qui précède fournit encore le nombre de racines réelles, mais abstrac- 
tion faite de leur degré de multiplicité. Connaissant le nombre de racines 
réelles, on aura en même temps, celui des racines imaginaires. Lorsque 
la série des fonctions de Sturm est complète, on obtient aussi le nombre 
de racines imaginaires, en comptant le nombre de variations que présen- 
tent les premiers termes des m +1 fonctions de la suite; si k est ce 
nombre, 2k représentera le nombre de racines imaginaires. En effet, les 
m- 1 premiers termes considérés simultanément forment un polynôme 
complet ayant, par bypothèse, k variations et m — k permanences. En 
posant x = — œ , les permanences deviennent des variations et l’on a : 


vo =M -— k; 
d'un autre côté, pour x = -+ œ , il vient 
Vto = k; 
par suite, 
Vo — Vito = M — 2k. 
C'est le nombre de racines réelles; donc 2k est celui des racines imagi- 
naires. 

Pour que toutes les racines soient réelles et inégales, la différence 
précédente doit être égale à m. I faudra done que la suite de Sturm soit 
complète et que les premiers termes n'offrent aucune variation, c'est-à- 
dire, qu’ils soient tous positifs comme le premier terme de l'équation. 

Pour l’application du théorème de Sturm à une équation numérique, 
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il est nécessaire, dans le calcul des fonctions R, de multiplier ou de 
diviser par des nombres positifs afin de rendre les divisions possibles 
avec des nombres entiers; ce qui ne changera pas le signe de ces fonc- 
tions. Le calcul étant terminé, si l’on s'aperçoit qu’une fonction R con- 
serve le même signe, quel que soit x, on pourra supprimer celles qui la 
suivent; car le nombre -de variations entre R, et la dernière R, reste le 
même, et il ne peut avoir aucune influence sur la valeur de v, — vg. 
Enfin, en substituant dans les fonctions trouvées les limites de linter- 
valle x et 5, il peut arriver qu'une fonction intermédiaire s'annule; 
on remplace alors dans la suite des signes le zéro correspondant 
par + ou par —; ce qui est indifférent, attendu que zéro est toujours 
entre deux signes contraires. Lorsque la première fonction R est égale à 
zéro pour une limite, par exemple, pour x = Ê, on remplace ĝ par un 
nombre un peu plus grand f5 + h, en tenant compte que ĝ est une racine 
de l’équation comprise dans l'intervalle. Cette dernière remarque n'est 
pas très utile, parce que l'usage normal du théorème de Sturm se présente 
dans la recherche des racines incommensurables, alors que l'équation a 
été débarrassée de ses racines commensurables. Comme on prend géné- 
ralement des nombres rationnels pour les substitutions, ceux-ci ne peuvent 
être racines de l'équation. 
62. Comme exemple de la marche à suivre, soit l'équation 


(1) | R = zt — 4x5 — 3x + 23 — 0. 

On en déduit 
(2) R' = 405 — 12%? — 3. 

Calcul de Ra. Pour rendre la division possible entre R et R’, on mul- 
tiplie R par 4, et on effectue la division entre les polynômes 


4x — 1605 — 12x +92 et 4r — 12%? — 3. 
Le dernier reste sera du second degré ; il a pour valeur : 

r — 12%? — 9x + 89. 
En changeant les signes, il vient pour la fonction Ra 
(3) Re = 12%? -+ 9x — 89. 


Calcul de R,. Il faut diviser R’ par R. On commencera par multiplier 
R’ par 3 pour rendre la division possible. On trouve pour premier reste : 


— 452° + 89x — 9. 
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Afin de continuer la division, on multiplie ce dernier par 4; le second 
reste qui sera du premier degré a pour expression : 491% — 1371. En 
changeant les signes, on a done 
R; = — 4917 + 1371. 
Calcul de Ra. On divise Rẹ par Rs, en multipliant d’abord Re par 
491. Après avoir trouvé le premier reste, on constate facilement, sans 


chereher sa valeur exacte, que le second reste est positif; par suite, nous 
pouvons écrire 


Nous obtenons ainsi les cinq fonctions de Sturm relatives à l'équation 
donnée. Prenons pour intervalles successifs les nombres o, 1, 2, 3, 4. 
On trouve, par les substitutions : 


Ri R Ri; Ri Hi 
Pour x=0, + — — + —, 3 variations. 
FES + = = + —:3 » 
T— 2; -} ES N = + a a 
cg — — + — —:2 » 
Gum4; + + + = —=;1: » 


L'équation admet donc une racine entre 2 et 3, et une autre entre 
3 et4; comme son premier membre ne présente que deux variations, 
elle n’a pas d’autres racines positives. D’ailleurs les premiers termes des 
fonctions de Sturm offrent une variation et l'équation a certainement 
deux racines imaginaires. On arrive au même résultat par les substitu- 
tions — œ et + æ ; pour cet intervalle, il y a une perte de deux varia- 
tions et, par conséquent, deux racines réelles. 

Soit encore l’équation 

R = xt — 4x5 + x + 6x +2—0. 
On en tire 
R’ = 4x5 — 12%? + 2x + 6 = 2 (225 — 62? + x + 3). 

Pour les divisions on peut laisser le facteur positif 2 de la dérivée ; en 

opérant comme dans l’exemple qui précède, on trouve 


Re = 52? — 10% — 7, 
R; = x — I, 


R, = +: 
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La suite des fonctions de Sturm est complète et les premiers termes 
sont positifs; l’équation aura donc toutes ses racines réelles et diffé- 
rentes. Afin de déterminer les intervalles qui renferment les racines 
positives, substituons successivement les nombres o, 1, 2, 3. On trouve 


R, Ria Ra, Rs, R; 


Pour x=0, + + — — +, 2 variations. 
æ—1, + o — oo E » 
2—2, + — + +:2 » 


TX — 3, + + + ppro où 
On voit que la substitution x — 1 donne deux zéros dans les fonctions 
intermédiaires; on les remplace par -+ ou par — et l'on trouve deux 
variations. Ce tableau nous montre qu'il y a deux racines positives 
comprises entre 2 et 3. 


En second lieu, substituons les nombres o, — 1. Il viendra 
Re UR SR Bz R 


Pour T'—0;, + + — —  +;2 variations. 
Eh pui = bi € » 
En passant de x = — 1 à {x —0, il y a une perte de deux variations ; 


les deux racines négatives de l'équation se trouvent dans cet intervalle, 
et il est inutile de faire d’autres substitutions. 

63. Autre méthode de calcul des restes de Sturm. Les équations 

R= QR’ — Rə, R’ = Q-Re — Rs, Re == Q:Rs — Ra, etc. 
étant résolues par rapport aux restes R donnent successivement 
R: = QR’ — R, Rs=Q: (QR' ee R) — R’ = (QQ: A 1) R’ — Q:R, 
Rs = Qs [(QuQz — 1) R’ — Q:R] — QR' +R 
= (QQQ: — Qı — Qs) R’ — (Q:Qs — 1) R, ete. 
Si on remarque que teus les quotients Q sont du premier degré en x, 


on voit qu’un reste R, s'exprime au moyen de R et de R’ par une expres- 

sion de la forme 
a R: = AR’ — BR 

où À est une fonction entière de x du degré k — 1, et B une autre 

fonction de x du degré k — 2. 


Cette propriété permet de calculer directement les restes de Sturm. 
Par exemple, pour trouver R:, on pose : 


Re = (ax + b) R' — R 
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a et b étant deux cveflicients indéterminés. On trouve leurs valeurs en 
remarquant que R: est du degré m — 2 tandis que le second membre est 
du degré m; par suite, les coefficients de x" et de x"-! doivent être nuls; 
on aura ainsi deux équations pour calculer a et b. 

Dans le cas général, on part de l'égalité 

R: = AR’ — BR, 

A et B étant deux polynômes renfermant respectivement k et k — 1 coeffi- 
cients indéterminés; il y a donc au second membre 2k — 1 constantes 
arbitraires; mais on peut toujours diviser par l’une d'elles et, en réalité, 
il ne faut compter que 2k — 2 coefficients inconnus. Or, R, est du degré 
m — k en x, et le second membre du degré m -+ k — 2. Afin de rame- 
ner ce dernier au degré m — k, on égalera à zéro les coefficients des 
diverses puissances x™++-2, gm+ti-5, ete, jusqu’à x"-* exclusivement. On 
obtient ainsi un système de 2k — 2 équations du premier degré qui sont 
suffisantes pour déterminer les coefficients inconnus; par suite, on aura 
la valeur de R, et cette valeur sera unique. 


Il existe entre les polynômes A et B qui figurent dans les restes succes- 
sifs une relation importante. Pour la déterminer, donnons à A et B des 
indices correspondants aux restes, et considérons d’abord les identités 

QR'—R— ÅR’ caia B:R, (QQ: — 1) R’ — Q,R = A,R’ — B;R. 

On en tire 

A:=Q, B:=1, As=QQ:— 1, B; =Q; 
par suite, il vient 
AB; a à A;:B: = I, 

Cela étant, nous allons voir que pour deux restes consécutifs quel- 

conques R, et R;,1, on aura également 
ABr} — Arpi Bi = 1. 
En effet, avec la notation convenue, nous pouvons écrire 


Rei = Ar R’ — Brp R = QRi — Rii 
ou bien, 


Ar pR’ — Bey R = Qr (AR’ — BR) — (Ar R’ — BR). 
Dans cette identité, égalons les coefficients de R’ et de R; il viendra 


Aus: = QA: — Ar- Bri = QuBr — Bri- 
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Si, maintenant, nous éliminons Qs entre ces égalités, on trouve 
ArBrga — Arpi Bi = Ari Bk — ABr. 


La différence du premier membre est done constante quel que soit k, 


et comme 
AaB; — A;B = I, 


nous aurons aussi 
AuBsyi — Arpi Bi = 1, 

D'après la nouvelle expression des fonctions de Sturm que nous venons 
de considérer, on doit admettre que toute fonction entière de v 
qui peut se ramener à la forme AR’ — BR, les polynômes A et B étant 
convenablement choisis, ne pourra différer d’un reste de Sturm que par 
un facteur constant. 

64. Expressions des restes de Sturm en fonction des racines. Désignons 
par a1, Q2, As .… Am les racines de l'équation du degré m 


R= 0 


où nous supposerons le coefficient du premier terme égal à l'unité, et 
considérons les fonctions suivantes que l’on appelle fonctions de Sylvester 


R = (x — a) (x — as) (x — as)... (x — am), 
R' = Z (x — ae) (x — as)... (x — am), 
T: = È (a, — a2)? (x — as) (x — a4) ... (x — am), 
Ts = È (a, — a2)° (as — as)? (as — a1)? (x — a4) (x — as)... (x — an), 
Tu (as — a2)? (as — 43)". (ai — am)? (ar — a3)? a. (ami — am)’. 

Les deux premières fonctions nous sont connues. La somme T: se 
compose des termes que lon obtient en laissant de côté deux facteurs 
linéaires pour les remplacer par le carré de la différence des racines 
omises ; la somme T; est l’ensemble des termes obtenus en laissant trois 
facteurs linéaires et en les remplaçant par le produit des carrés des 
différences des trois racines omises; ainsi de suite. La dernière fonction 
Tm est le produit des carrés des différences de toutes les racines. Nous 
allons démontrer que toutes ces fonctions jouissent de la propriété de se 
ramener à la forme 


(ri) A'R' — B'R 
comme les restes de Sturm. Soit, par exemple, la fonction 


(2) Ts = X (a, — a)” (ai —a:) (az — as)? (x - ai) (€ — as)... (x — an), 
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et montrons qu’elle peut prendre la forme (r,) où A’ est une fonction du 
second degré, et B’ une fonction du premier degré en x. Si on pose 
x =a, dans (x), il vient 
(a') Z(a: — 2) (a a as)* (az Sam as)? (a: — a) (a — üs) s.. (a — üm), 
tandis que l’expression (r;) se réduit à 
(r2) A'(ai — a2) (ai — as) (ai — as) (@ı — as) ... (ai — am), 
car R est égal à zéro pour cette valeur, et tous les termes de la dérivée 
R’ s’annulent excepté celui qui ne renferme pas le facteur x — ai. En 
remplaçant A’ par 
2 (a: — as)? (ai — az) (as — as) 

(r2) devient égal à («’); on est ainsi conduit à prendre pour A’ la fonction 
du second degré en x 

A' = È (aa — as) (x — az) (x — as) 
c’est-à-dire, la somme des termes que l’on trouve en groupant deux à 
deux les facteurs linéaires, et en multipliant par le carré de la différence 


des racines correspondantes. Si l’on prend les deux premiers facteurs 
T— Ui, © — üz, ON peut encore écrire 
A' = J (a — as) (x — a) (x — a). 
Avec cette expression, A'R’ prendra la même valeur que Ts pour 


x = @,, ainsi Que pour £ = Qz, © = ls, .., © — am. Enfin remplaçons B’ 
par ax + b, a et b étant deux coefficients indéterminés, et posons l'égalité 


Z (a; — a2)? (a; — as)? (az — as) (x — a) (x — as) «+ 
= X (a, — as)? (x — a) (x — az). R' — (ax + b) R. 


Elle sera satisfaite par les m valeurs de x : a, a2, .…., an, d'après le 
choix que l’on vient de faire pour la fonction A’. Si, de plus, nous posons 
successivement £ = x, x — x», Vı et x étant deux valeurs déterminées, 
on aura deux relations pour calculer a etb; mais alors cette équation du 
degré m — 1 ayant lieu pour m +2 valeurs de x doit être identique. 
Ils est done démontré que Ts peut se ramener à la forme A'R’ — B'R. 
Un raisonnement analogue s’appliquera à uné fonction quelconque Tr, en 
prenant pour A’ une somme de termes renfermant chacun k — 1 facteurs 
linéaires multipliés par les carrés des différences des racines correspon- 
dantes, et pour B’ un polynôme du degré k — 2. 

En vertu de cette propriété, les fonctions T ne peuvent différer des 
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restes de Sturm que par un facteur constant et nous pouvons poser : 
T = Ra, T; = À5R;, Ti = AR, etc. 
Afin de calculer ces constantes, considérons d’abord l'identité 
T, = A,R’ — BR = À, (Q:R’ — R) 

dans laquelle, suivant la définition de A’, A; = X (x — ui), et B{ est 
une constante. Remarquons que T, est du degré m — 2; or A,R’ ren- 
ferme le terme : mx X mx"! = m? a™, tandis que R renferme x"; pour 
que cette puissance disparaisse, il faut que B, = m?. D'un autre côté, 
en comparant terme à terme les deux membres de l'identité, on voit que 
a doit être égal à B}; donc À, = mè. 


Cela étant, nous avons vu précédemment que les polynômes A et B des 
restes de Sturm satisfont à la relation 


ArBg4ı ai» BA: = I. 
En multipliant les deux membres par A1, elle devient 
}xAx . Au: By mes AB. Arpi Årg = Mess 
ou bien r 
Ak Bk4a 4 BA: = k Akgie 
Mais, on a 
Te AR — BR, Trp = Akp R’ — Bk R5 
par l'élimination de R’ entre ces deux égalités, on trouve 
AT — AkTk4: = (Ak Bk4i — BxA%41) R = kìki R. 


Comparons, dans cette identité, les termes qui renferment x à la 
mie puissance. Celle-ci ne peut se trouver dans le produit AfTy,, qui 
est du degré 

k— 1 + m—k— ıı =m— 2, 
mais dans le terme A3,,Tx qui est du degré 
k+ m—k=m. 
Posons, pour abréger, 
p: = È (u — a), ps = X (ai — a) (a; — as)? (a: — as), 
Ps == s> (a A az)? (a — as)? (a p= a)? (az — as)? (a: — as) (as —_ aa)’, 


En vertu des expressions choisies pour A’ et T, le coefficient de la plus 
haute puissance de x dans A;,, et dans T4 est px. D'après l'identité pré- 
cédente, nous aurons done 

p? = Àkhk4io 
10 
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En posant, dans cette relation, k = 2, 3, 4, …, il vient : 
P= ÀA pi=ls Dim, pdd, etc. 
Comme on connaît la valeur de 42, ces égalités permettent de calculer 
toutes les autres constantes. On en déduit 


2 In? 2,2 
u=tt, n=, s=, etc 
m P: m pz 


Il en résulte que les fonctions de Sylvester ne diffèrent des restes de 
Sturm que par des constantes positives ; ce qui est sans influence sur les 
signes. Par conséquent, si la suite des coefficients de leurs premiers 


termes 
I, M, Pz, Pos Pas +, Pm 

présente k variations, l'équation R = o admettra 24 racines imaginaires. 

Il est à remarquer que les quantités p sont des expressions symétriques 
des racines, et qu'il est possible de les remplacer par des fonctions 
rationnelles des coefficients de l'équation. Étant donnée une équation à 
coefficients réels, les fonctions de Sylvester peuvent done servir à la 
détermination du nombre de racines réelles et imaginaires de cette 
équation. 

On peut remplacer les quantités p par des déterminants aux puis- 
sances semblables des racines. Nous avons vu (N° 24) qu’en posant : 

s= ai + ai + + ai, 


le déterminant 


A? = So Si S2 T ET 
Si S2 S3 set Sm 
S2 83 Sa c. Smhi 
Smi Sm Smi e.. Sim? | 


représente le produit des carrés de toutes les différences des quantités 
di, aa.. Am} C’est la valeur de pm. De même 


pe = Z (a — as) = | So 81 |, 
bi S2 
ps = (ai — az)" (ai — as) (as — as) = | So Si 82: |, 
81 82 8s 
p S2 S5 S 
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et ainsi de suite. Done, si on calcule, pour une équation du degré m, les 
quantités 


1, M, So 815 |. So S1 S2 |, 80 51 82 85 |, etc. 
$S 82 Si S2 8: S1 S2 Ss S 
82 8s S; S2 8 u 8 


Ss Sa Ss 8e 
le nombre de racines imaginaires sera égal au double du nombre de 
varialions qu'elles présentent, et pour que toutes les racines soient réelles, 
il faut et il suffit que ces diverses quantités soient positives. 
65. Avant de terminer ce sujet, nous ferons encore observer que les 
mineurs du déterminant symétrique de Pordre m 


A = e x Qi Qis … Qim 
Ge Q22 -j x Gas … Qam 
ası s2 ass + x …. Gsm 
Ami Am2 Ams s.. Amm + T 


jouissent des mêmes propriétés fondamentales que les fonctions de 
Sturm, et que l'équation 
A=0 


doit avoir toutes ses racines réelles. Nous avons vu que le développement 
de ce déterminant conduit à une fonction entière du degré m. Désignons 
par A4, Âe, .…, Amı les mineurs des différents ordres provenant de la 
suppression des dernières lignes horizontales et verticales. La suite 


â, A, A3, Âs, …. Amis 


renferme des fonctions de x dont la première est du degré m, la seconde 
du degré m — r, et ainsi de suite ; les degrés diminuent régulièrement 
d'une unité jusqu’à la dernière qui est du premier degré. Ajoutons 
encore, pour terminer, une constante positive Am. ` 

Cela étant, supposons que x varie d’une manière continue entre — % 
et +. Il peut arriver que x passe par une valeur qui annule une 
fonction intermédiaire Ax; mais, d'après une propriété du déterminant 
symétrique, les mineurs adjacents A4 4 et Ar}, sont alors de signe diffé- 
rent; par conséquent, le nombre de variations de la suite ne sera pas 
altéré par cette circonstance, Un changement dans le nombre de varia- 
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tions ne peut se présenter que si x prend une valeur racine de A = o0, 
A étant la première fonction de la série. Or, les premiers termes de ces 
fonctions étant tous positifs, en y posant x = — , la suite offrira m 
variations tandis que, pour x = -+ œ , il n’y aura plus que des perma- 
nences. Il faut donc bien admettre, qu'entre — œ et -+ œ , la variable 
x a passé m fois par une valeur racine de A = o, c’est-à-dire, que cette 
équation admet m racines réelles. Il est évident que le même raisonne- 
ment s'applique aux équations 
A=0, As—0, A;—o, etc. 


et qu’elles auront aussi toutes leurs racines réelles. 


$ 5. 


Tuéorème DE Caucuy. 


66. Soit 
F()—0 
une équation du degré m dans le sens général; remplaçons linconnue 
z par x+y p — 1; elle prendra la forme 
F(:)=P+Qpy—1—0 


où Pet Q sont des fonctions réelles de x et de y. Lorsque les valeurs 
x = Xo, Y = Y annulent les polynômes P et Q, on dit que 


Za = To -+ Yo V — J 


est racine de l'équation; elle est figurée dans le plan par un point a 
ayant pour coordonnées Xo, Yo et que 


J DOTÉ OCR l’on appelle point racine. 

A Vak Avant dénoncer la proposition de 

| + ANER Cauchy, il est nécessaire de démontrer 

foi ] une propriété de la fonction entière 

| ” Yo F4 d’une variable imaginaire. Décrivons 
Le oh du point a, comme centre, une circon- 

0 ze, © férence de rayon r de manière qu’elle 
Fig. 2. ne traverse aucun point racine de 


l'équation ; menons ensuite une droite parallèle à ox, ainsi que le rayon 
am incliné d’un angle 6 sur cette droite. Proposons-nous d'étudier les 
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changements de signe du rapport : , lorsque z, considéré comme une 
variable imaginaire, décrit la circonférence. Ce rapport aura une valeur 
déterminée en chaque point de la courbe; car il ne peut prendre la forme 
< que si l’on a en même temps P = 0, Q = 0; ce qui est contre l’hypo- 
thèse admise que la circonférence ne renferme aucun point racine. 


Désignons par x et y les coordonnées du point m; on aura 


= £ +r cos9, y= y+ rsinb; 
par suite, 


z=x+yy/—1 = z +r (cos 9 + y= + sin 0). 
Pour plus de généralité, nous supposerons que le point a est un point 


racine du degré x de multiplicité. Dans ce cas, en développant F (z), il 
viendra 


ji =F [z +r (cos 9 -+ py — 1 sin 6)] 


= r" (eos 0-+p/— 1 sin Je ei = trt (eos 0y — rain) i Ham S Le 
Posons : 
22 El mr (cos an + p/— 1 sin an) » 
Ftu+D (zo) 


tj (COS da y/—:1sin etc. 
La (be) Tngs (COS &ngi + I SİN ni)» 


Par la substitution de ces expressions et l'application de la formule de 
Moivre, on trouve 


F (z) = r"ta [cos (n9 + an) 4- y — 1 sin (n9 + an)] 
H+H rapi f cos [(n + 1) 9- anyi] Hy — x sin [(n + 1) 9 -4 2n] | 


On en déduit pour la valeur du rapport , 
P racos (n9 + an) + rrapi cos [(n +1) 0H ann] tHe, 
Q rasin (n9 + an) + rrai sin [(n -4 1) 8 +- anpi] + + 


Supposons maintenant que le rayon r de la circonférence soit suflisam- 
ment petit pour que le numérateur et le dénominateur aient le même 
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signe que leurs premiers termes ; dans ces conditions, le signe du premier 
membre sera le même que celui du rapport 


ln COS (nÔ -+ an) 


rain (af pa) C008 (n0 Ha). 


Cela étant, lorsque la variable imaginaire décrit la circonférence 
entière, l'angle 9 varie de o à 27; par suite, l'angle n9 + æn variera de 
æn à dn- 2nr. Cet intervalle comprend n circonférences savoir: æ, à 
An- 27, n + 27 à an- 4T, etc. Or, on sait que, pour une circon- 
férence, la cotangente passe deux fois du positif au négatif en 
s'évanouissant, et jamais du négatif au positif, si ce n’est en traversant 
l'infini. Il en résulte que pour l'intervalle complet, la cotangente s'annu- 
lera 27 fois en passant du positif au négatif. De là cette propriété : 

Lorsque la variable z décrit une circonférence ou plus généralement un 
contour très petit autour d'un point racine du degré n de multiplicité, le 


Ẹ : , r . 
rapport passe 2n fois du positif au négatif en s'évanouissant. 


Q 


67. On sait que le théorème de Sturm se rapporte au nombre de 
racines réelles comprises dans un intervalle donné. Les racines imagi- 
naires étant figurées par des points dans le plan, il faudra, au lieu 
d'intervalles, considérer des contours et chercher une règle pour déter- 
miner le nombre de points racines qu'ils peuvent renfermer, C'est là le 
but du théorème de Cauchy que l’on peut énoncer ainsi : 

Étant donnée une équation 


F(z2)=P+Qy—1=0 
et un contour ABCD qui ne passe par aucun point racine, on suit le con- 
tour dans un sens délerminé en partant d'un point A pour revenir au 


point de départ. Si k est le nombre de fois que le rapport p en sannu- 


lant, passe du positif au négatif, et k' le nombre de fois que ce rap- 
port, en s'annulant, passe du négatif au positif, la différence ò = k — k' 
est toujours égale au double du nombre de racines comprises dans 
l’intérieur du contour. 

Il faut d'abord remarquer que, si deux contours tels que ABC, 
ACD (fig. 5) ont une partie commune AC, on peut supprimer celle-ci 
et prendre seulement la valeur de ð = k — k’ pour le contour exté- 
rieur ABCD. En effet, le premier contour étant parcouru à partir de 
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A vers B et C pour revenir en A, Pare AC est parcouru dans le sens CA 
tandis que, pour l’autre contour, il est parcouru en sens opposé de A 


P i : 
vers C; si le rapport q sannule et passe un certain nombre de fois du 


positif au négatif en allant de C vers A, il passera le même nombre de 
fois du négatif au positif en allant de A vers C, et la 
différence à ne sera pas altérée. Si done le théorème HO EN 
se vérifie pour deux contours ABC, ACD juxtaposés, 

il s’appliquera également au contour formé de leur 
réunion en négligeant la partie commune. Il en Le SN 
sera encore ainsi, quel que soit le nombre de con- c 
tours juxtaposés; car, on peut supprimer d’abord 

la partie commune à deux contours adjacents; S à 
ensuite, en comparant le contour résultant avec D LA 
le suivant, on laissera de nouvecu la partie com- Fer 

mune, etc. 

Cela étant, considérons un contour ABCD ne He 
racine; on n'aura jamais à la fois P — o et Q = o; mais il pOtrra se 
présenter des points pour lesquels P et Q s’annuleront séparément, 
Divisons le contour en différentes parties telles que chacune ne renferme 
dans son intérieur ou sur son contour aucun point où P — o, ou bien, 
aucun point où Q — o. Pour un contour partiel où l’on n’a jamais P = o, 


P PS 
le a sathi la s'annule pas et ò — o; pour un contour partiel où Q n’est 


jamais nul le dénominateur conserve le même signe; d’un autre côté, 
après avoir parcouru le contour entier, le rapport reprend sa valeur 
initiale avee son signe; il est évident que s’il passe un certain nombre 
de fois du positif au négatif en traversant zéro, il doit passer le même 
nombre de fois du négatif au positif et l’on a encore à = o. L'excès étant 
nul pour tous les contours partiels, il le sera aussi pour le contour 
extérieur ou le contour ABCD. 

Supposons, en second lieu, que le contour donné renferme un seul 
point racine a (fig. 4) du degré n de multiplicité. Décrivons une circon- 
férence intérieure suffisamment petite ayant pour centre le point a, et 
relions-la par les ares AE, GC au contour donné. Il v a ainsi dans la figure 
trois contours, savoir : ABCGFEA, la circonférence EFGH et AEHGCDA. 
Pour le premier et le dernier qui ne renferment aucuné racine, d— 0; 
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pour la circonférence, en vertu d’une propriété démontrée, k= 2n, 
k' = o; par suite, à — 2n. L’excès ò pour les trois contours est done 2n; il 
aura la même valeur pour le contour extérieur ABCD, Si l’on en doute, on 
B observera que le premier contour ABCGFEA 

a pour partie commune avec la circonférence 

l'arc EFG que l’on peut supprimer, et le con- 


EF tour résultant est alors ABCGHEA; celui-ci 
G ayant la partie AEHGC commune avec le 
H 6 troisième AEHGCDA, en la supprimant, il 


reste le contour ABCD. 
Enfin, s’il s'agit d’un contour renfermant 
plusieurs points racines, on le partagera en 
Fig. 4. plusieurs autres à une seule racine; le 
théorème sera applicable à chacun d'eux et aussi au contour formé de 
leur réunion. 
La proposition de Cauchy se trouve ainsi vérifiée dans tous les cas. 
68. Ce théorème jouit encore de la propriété de fournir une démon- 


D 


stration de ce principe fondamental que toute équation du degré m admet 
m racines. 
Soit, en effet, l'équation 


F (z) = 407" Aiz”! EL A, —0. 
Posons : 
z =r (cos 0 4+ — 1 sin 0), Ai = ru (cos + y — 1 sin a). 
En substituant et en effectuant les multiplications, on trouve, 
F (z) = r”ro [cos (m9 + æo) + y — 1 sin (m9 + &)] 
+ rw tri f cos [(m — 1) 0 + a] + y — 1 sin [(m — 1) 9+ a] lee 
D’où on tire 


P r™ro cos (m9 + ao) + r™—'r, cos [(m — 1)0 + a] + ++ 


Q  r"ro sin (m9 + 2o) + r”—tr, sin [(m — 1) 9 + a] + 
Le numérateur et le dénominateur de cette fraction sont des fonctions 
entières de > ordonnées suivant les puissances décroissantes; si 7 est 
suffisamment grand ou infini, ils auront le même signe que leurs pre- 
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? à P 
miers termes ; dans cette hypothèse le signe du rapport g sera le même 


que celui de 
cos (m9 + a) 
sin (m0 + zo) 
Mais, supposer r infini revient à dire que la variable imaginaire décrit 
autour de l’origine une circonférence qui embrasse toute l'étendue du 
plan. Or, quand 9 varie de o à 27, l'angle m9 -+ zo varie de go à æo +- 
2mr et le rapport doit passer 2m fois du positif au négatif en s'évanouis- 


= cotang (m9 + x). 


sant ct jamais du négatif en positif, si ce n’est en devenant infini; par 
suite, k= 2m, k =o ct ò= 2m; done m est le nombre des points 
racines, 
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CHAPITRE HI. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES A UNE INCONNUE. 


§ 4. 


LIMITES DES RACINES. 


69. Lorsqu'il s'agit de résoudre une équation numérique, il est 
important de connaître entre quelles limites sont comprises les racines 
positives et les racines négatives; avant de chercher les racines, il 
convient de s'occuper d’abord de cette question. Soit l'équation 

F (x) m2" + Ag"! -i Aag"? -= T A 

On appelle limite supérieure des racines positives tout nombre plus 
grand que la plus grande des racines. D'après cette définition, si v = Ll 
est une limite supérieure, le premier membre restera positif pour toute 
valeur de æ plus grande que l. Désignons par N la valeur absolue du 
plus grand cocflicient négatif; on a évidemment, pour x > 1, 

F (x) = ou > æ" — Nz”—! en. | Nz”-—? = NS: N; 


par suite, F (x) restera positif pour toutes les valeurs de x qui vérifient 
l'inégalité 


Nix" — 1 
ar > Nam paor Es +i)> 2; 
ou bien 
Na" N 
x" DS y PR TEEN 
T—1 T—I 
Ceile-ei aura licu, en posant 
Na" 
æ" — ; 
r— i 
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d’où on tire 
x—1+N. 

On a done cette première règle : Quand le coefficient du premier terme 
d'une équation est l'unité, on obtient une limite supérieure des racines 
positives en ajoutant l'unité au plus grand coefficient négatif pris en 
valeur absolue. 

Soit, en second licu, l'équation 


an Ant ne — Agnes Le À, = 0, 


dans laquelle A,x"-" est le premier terme négatif. En attribuant à N la 
même signification, le premier membre sera positif pour toutes les 
valeurs de x qui satisfont à l'inégalité 


ge > Nam Name En > NE 0, 


I 
Mais, pour x > 1, cette relation sera vérifiée si l’on pose : 


Ngm» 
gae = — ) 

T—1 

ou bien, 
at (x — 1)=N, 

ou, encore, 
: (x — 1)" (x — 1)=N. 
On en déduit 


EEA 


De là cette seconde règle : Dans une équation où le coefficient du 
premier terme est l'unité, on obtient une limite supérieure des racines 
positives en ajoutant l'unité à la racine nie du plus grand coefficient 
négatif pris en valeur absolue, n étant égal à l'excès du degré m sur la 
puissance du premier terme négatif. 

Lorsque le coefficient du premier terme n’est pas l'unité, mais un 
certain nômbre positif As, on doit diviser par ce coefficient et prendre 


pour limites 
n — 
N N 
1 res > 2: V . 


70. Troisième règle. — Si, dans une équation, on prend positivement 
chaque coefficient négatif et qu'on le divise par la summe des coefficients 
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des termes positifs qui précèdent, on obtient plusieurs nombres fraction- 
naires dont le plus grand augmenté de l'unité est une limite supérieure des 
racines positives. 

En effet, considérons l’équation 


At" +- A,x"—! + Ag" E Asg™-5 -4 Lu 2 A, g” + TA + As 0 
dans laquelle il faut prendre les signes des termes comme ils sont 
indiqués. On sait que 

ai — 1 
x—1 


= gi! tai Le LrtLr; 
on en tire 


xi = (x — 1) (ait Hair Lx) +. 
Développons, par cette formule, chaque puissance des termes positifs 
sans toucher aux termes négatifs. L'équation deviendra ainsi 
A(x — r)a” -H A(x — 1) -2-H A(x — r)" ee Aa — 1) + Ao 
-HA (x— r)a”? A, (g — ir)" -HA (x — 1)HA: 
-A(x — 1)a™3 -p -e -HA (a — 1) + A; 
— Asx"? RON NEE 
—- LM VE ITS ER 
Si x est plus grand que x, toutes les colonnes où il n’y a pas de terme 
négatif seront positives; pour les autres, par exemple, pour la troisième, 
on devra poser 


Ao (x — 1) + Ai (x — 1) + A: (x — 1) > A5; 
on en déduit 
A; 
T RE CE TE I, 
z Ao + A, + je 
Au moyen de la colonne qui renferme le terme négatif A;x", on 
trouverait ere 
A, 
£ e a 
AEE EA E 
et ainsi de suite. Si donc, nous prenons pour x la plus grande de toutes 
ces quantités, le premier membre sera positif ainsi que pour les valeurs 


de x plus grandes; ce sera une limite supérieure des racines. 
71. Quatrième règle. — Lorsque tous les termes du quotient du pre- 


E 1, 
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mier membre d'une équation par un facteur x — l sont positifs ainsi que 
le reste, l est une limite supérieure des racines positives. 
En effet, le reste de la division étant F (l), on peut écrire 


F (x) = (x — l) (Act + Bia" LE... LB) +F (D. 

Or, il est évident que, dans l'hypothèse où les coefficients B ainsi que 
F (l) sont positifs, le second membre reste positif et croissant, lorsque x 
varie depuis l jusqu'à -+ æ . Il ne peut done y avoir de racine plus grande 
que l. 

72. Cinquième règle, méthode des groupements. — Etant donnée 
une équation, on dispose les termes de manière que le premier membre 
ne renferme que des termes positifs et des groupes composés d’un terme 
positif suivi d’un ou de deux termes négatifs ; tout nombre qui rendra 
ces derniers positifs sera une limite supérieure des racines. Ainsi l’équa- 
tion 

2x? - rori — 7x5 — 12%? Lx — 4 = 0 
peut s’écrire 
226 -+ x? (10x? — 7x — 12) + (x — 4) = 0. 


Dans le trinôme du second degré, le premier terme est plus grand que 
la somme des deux autres pour x — 2; mais, à cause du dernier groupe, 
on doit prendre x — 4 pour la limite supérieure des racines positives. Il 
est évident, en effet, que pour x = 4 ou > 4, le premier membre sera 
toujours positif. 

De même, en groupant les termes de l’équation 

që xt — æ* 150% — 10000 = 0 
comme suit : 
(x° — 10000) + (x* — xë) + 1507 = 0, 
il suffit de s’occuper du premier groupe qui est positif pour x — 7; toute 
valeur plus grande rendra le premier membre positif et, par conséquent, 
7 est une limite supérieure des racines. 

73. Sixième règle. Nous rappellerons encore que nous avons signalé 
comme conséquence du théorème de Fourier la propriété suivante : tout 
nombre l qui rend F (x) et toutes ses dérivées positives est une limite 
supérieure des racines. C'est la règle de Newton. Lorsqu'on veut l'em- 
ployer, on commence les substitutions dans la dérivée de l’ordre m — 1; 
après avoir trouvé le plus petit nombre qui la rend positive, on le 
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substitue dans la dérivée précédente; dans le cas où cette dernière serait 
négative, on augmente d’une ou de plusieurs unités jusqu'à ce qu’elle 
devienne positive. On continue de cette manière en remontant l’ordre 
des dérivées, et on arrive finalement au plus petit nombre jouissant de la 
propriété de les rendre positives ainsi que F (x). 

74. Appliquons les règles précédentes à l'équation 


x- 8xt — 14x" — 53x? -+ 56r — 18 = 0. 
La première méthode donne : 
a E 
la deuxième 
l=1+ÿ53 où l=9; 


la troisième 


Dans l'application de la quatrième règle, on commence les divisions 
par æ—2,x— 3, etc. en écrivant immédiatement les quotients suivant la 
loi connue; on s'arrête dès que l’on trouve un terme négatif pour passer 
à la division suivante. Le quotient par x — 3 étant 

x + 110 + 192? + 4x - 68 
avec un reste positif +- 186, on a : L= 3. 

La méthode de Newton conduit à la même limite, mais les calculs sont 
beaucoup plus longs et plus pénibles; quoi qu’on en dise, cette méthode 
west pas à recommander. Il faut lui préférer la quatrième règle qui 
conduit souvent avec plus de facilité à une limite aussi petite que 
possible. On s'aperçoit bien vite, après quelques divisions, du facteur à 
prendre pour que les termes du quotient soient positifs. 

Afin d'obtenir une limite par la méthode des groupements, on peut 
écrire l'équation comme suit : 


x* + x? (8x? — 142 — 53) + (56x — 18) = 0; 
on trouve alors Ì = 4. 
Le cas le plus défavorable pour la détermination d'une limite appro- 


chée est celui où le coefficient du second terme est un nombre négatif 
considérable. Soit, par exemple, l'équation 


x — 25%? — 1910 — 315 = 0. 
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La quatrième règle donne immédiatement l — 25. La méthode de 
Newton aurait ici l'avantage ; car si on forme le tableau 
F (x) = xë — 252? + 171% — 315, 
F’ (x) = 3x? — 50x + 171, 
F” (x) = 6x — 50 
on trouve que F” (x) est positive pour x = 9, F’ (x) pour x = 12 et 
F (x) pour x = 16, Done 16 est une limite supérieure des racines posi- 
tives. 
Remarque. Les règles précédentes permettent aussi de déterminer une 
limite inférieure des racines positives. Posons dans l'équation F (x) = o, 


$ == ; 


I 
y 
il en résultera la transformée 


r(ž)=0. 


Cela étant, si Lest une limite supérieure de ses racines positives, y ne 
peut pas être plus grand que L; par suite, d’après la relation posée, x ne 


I I EE E ES 
peut pas être plus petit que En Donc, g sera une limite inférieure des 
racines positives. 
Enfin, posons encore dans l'équation, 
x = — Y, 


et déterminons les limites supérieure et inférieure des racines positives 
de la transformée 


Pyg; 
Soient l, et l ces limites. On aura 
UL>y>t, 
et, par conséquent, 
—l <x <—l:. 


Done — l: et — lı seront les limites supérieure et inférieure des 
racines négatives de la proposée. 
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DÉTERMINATION DES RACINES COMMENSURABLES ENTIÈRES ET FRACTIONNAIRES. 


75. Considérons l'équation à coefficients entiers 


F (x) = Aa" p Ax” E... LA, _ 4x LA, — 0, 
et désignons par a un nombre entier; pour qu'il soit racine, on a la 
condition générale 


F (a) = Aoa" + Aar EL... LH Ama + Am = 0: 
On en déduit, 


An 
Aoa"! -+ Aia" ee + Ani = — Te 


Le premier membre étant un nombre entier, il en doit être de même 
du second; par suite, a doit diviser exactement Am. Ainsi, les seuls 
nombres entiers qui peuvent ètre racines de l’équation appartiennent aux 
diviseurs de An. Il arrive que ces diviseurs sont très nombreux, et il 
importe d'indiquer d’abord quelques règles qui permettent d’en exclure 
un certain nombre. En premier lieu, on devra laisser tous ceux qui 
tombent en dehors des limites des racines réelles. De plus, on sait que le 
premier membre est divisible par x — a, si a est racine, et l’on a 


F (x) = (£ — a) g (x). 
En posant successivement 


T=—2, L——I, æ—1, t= 2, etc., 
on en déduit 
(a) Aat = — ọ (— 2) = Nombre entier, 
@ a id 
(7) au PT i A id. 
(2) asi =—ọ(2) = id. 


et, ainsi de suite. Les résultats F (1) et F(— 1) se caleulent facilement 
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par la subsititution de l’unité positive et négative dans le premier membre; 
il suffit de conserver les relations (8) et (y), en vertu desquelles, on 
devra rejeter tous les diviseurs de Am qui, augmentés de l'unité, ne 
divisent pas F (— 1), et tous ceux qui, diminués d'une unité, ne divisent 
pas F (1). 

Remarquons encore que F (o)= Am; par suite, F (o) est divisible 
par a. Il s'ensuit que les quantités 

F (1), F(o), F(— 1), 


sont respectivement divisibles par les nombres a — x, a et a + 1 ; comme 
dans trois nombres quelconques consécutifs, il y en a toujours un qui 
renferme 3 en facteur, il faudra que Pun de ces trois résultats soit 
divisible par 3, si l'équation admet une racine entière. 

Les diverses conditions que nous venons de rencontrer sont nécessaires, 
mais elles ne sont pas suffisantes. Il reste à faire connaître comment on 


pourra distinguer parmi les nombres entiers qui y satisfont ceux qui 
sont racines de l’équation. 


76. Première méthode. Lorsque le nombre a est racine, on a : 
F (a) = Asa" + Aa"! +... LA, — 0, 


Au lieu de calculer F (a) en substituant directement a dans le premier 
membre, on divise F (x) par x — a; on sait que le reste est précisément 
F (a) et, s’il est nul, a est racine. En représentant le quotient par 


Asam! -H Bigm—? E Big EL Bms 
on a les relations suivantes : 
(2) Bi Aoa— A1, B:—Bia—+ A2, Bi = Bm_10—+ Ans; 
enfin, le reste R est donné par 
R = Bm8 + A. 


Nous allons montrer dans deux exemples la marche à suivre. Soit 
d’abord l’équation 


F (x) = xt — 25 — 5%? — x — 6 = 0. 


On commence par substituer + 1 et — 1 dans le premier membre; 
on trouve 


F{r)==— 12, F1 =2 8, 
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Les diviseurs de 6 étant 
2, 3» 6, 
so art ne 6, 
il est visible que les nombres 2 + 1, 6 1, — 6- 1 ne divisent pas 
F(— 1); on doit donc rejeter les diviseurs 2, 6, — 6, et il suffit de faire 
les divisions relatives aux nombres — 2, 3, —- 3. On dispose les calculs 
comme suit : 


La première ligne horizontale du rectangle renferme les coefficients de 
l'équation ; la deuxième, ceux du quotient par x + 2, le dernier nombre 
étant le reste; on voit qu’il est nul et — 2 est une racine. Les nombres 
de cette ligne représentent en même temps les coefficients de l'équation 
débarrassée de la racine — 2. Dans la division suivante par x — 3, 
il faut opérer avec les nombres de cette seconde ligne; le reste étant 
nul, 3 est aussi racine. Comme l'équation donnée est du 4° degré et 
que l’on connaît deux racines, il reste à résoudre une équation du 
second degré ayant pour coefficients les nombres de la dernière ligne, 
c’est-à-dire, 

x+i1=0; 
par suite, les deux dernières racines seront + y — 1. 
Soit, en second lieu, l’équation 


x? — sat + xë — 16x? — 20% — 16 = 0. 
On trouve ici 
F ()=— 45, F(r1)=—09. 
Les diviseurs du dernier terme à considérer sont : 


as 4; 8 16, 
— 2, —4, —8 — 16. 


Les seuls nombres de cette liste qui satisfont aux conditions (Ê) et (y) 
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étant 2, — 2, — 4, on fait les divisions qui leur correspondent et lon 
obtient le tableau : 


Il en résulte que 2, — 2, — 4 sont des racines entières. L'équation 
du second degré 
2x +i—o 
dont les coefficients sont les nombres de la dernière ligne du rectangle 

fournira les deux racines restantes. 
77. Deuxième méthode. La condition générale pour qu'un nombre 
entier a soit racine 


F (a) == Aoa” A- Aa”! -l + _ An-14 + An = O, 


peut être remplacée par plusieurs autres faciles à vérifier. En effet, on 
en déduit À 
An 


ie — Aa”! — Aa"? =æ 6> == An_20 = Ka „e 


Posons : 


o4, 


En substituant et en transformant, cette égalité peut s'écrire 


Q Fha g Acer el ET LEY E 
a 
Posons de même 
Am- 
LE 
a 
En substituant, l'équation précédente donne aussi 
Am 
Les = — Aog" 5 —  . — Amat — Ans. 
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Posons encore 


Q: = Ame 
EAN Ti 
Si l’on continue de cette manière, on arrivera finalement à l’équation 
m1 + À 
Qu + Ai À 
a 
ou bien 
Qn = — Ao 
en posant : 
. me A 
(o) gu a Ma TA: 


D’après les égalités précédentes, tous les quotients Qi, Qe... Qm 
doivent être des nombres entiers. Done, pour qu’un nombre entier soit 
racine, il faut qu'il divise le dernier terme; qu'il divise le premier 
quotient obtenu plus le coefficient de lavant dernier terme; qu'il divise 
le second quotient auquel on ojoute le coefficient du terme correspondant; 
et ainsi de suite; enfin, le dernier quotient doit étre égal et de signe 
contraire au coefficient du premier terme. 

Ces diverses conditions sont nécessaires et elles suffisent; car, en 
partant de la dernière égalité (g) et en remontant de proche en proche, 
on retrouverait la première équation qui exprime que le nombre a est 
racine. 

En comparant les valeurs de Qi, Qa, Qs, ete. avec les relations (À), on 
trouve, en remarquant que R = o, 

Q: = — By, Q: = — B, >, ss Qni S Bi, Qm Fee Ao, 


c’est-à-dire, que les nombres Q pris en signes contraires sont les coeffi- 
cients du quotient de F (x) par x — a; ce quotient peut donc s'écrire 


ET Qt"! asii (0 PERT a = = Qx d Qi. 


Il est nécessaire de considérer un exemple particulier pour montrer la 
suite des calculs à effectuer. Proposons-nous de résoudre l'équation 
xt — 8x5 — gx? -+ 102% -} 90 = 0. 
Le dernier terme go est considérable; il sera utile ici de chercher les 
limites des racines pour éliminer un certain nombre de ses diviseurs, On 
trouve que les racines réelles sont comprises entre 7 et — 4. De plus, on 
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verifie directement que -} 1 et — 1 ne sont pas racines. Sans faire appel 
aux conditions d’exelusion (8) et (y), les diviseurs de go à essayer seront : 
EE lent AN UE Us 


On dispose les caleuls en mettant sur une première ligne horizontale 
les coefficients de l'équation; en dessous et changés de signe, on place 
les quotients Q comme suit : 


D’après la mêthode précédente, on dit : go divisé par — 3 donne pour 
premier quotient — 30; on change le signe et on met 30 au-dessous de 
90; — 30 -+ 102 divisé par — 3 donne pour second quotient — 24; on 
change le signe et on place 24 au-dessous de 102; — 24 — 9 divisé par 
— 3 donne pour troisième quotient + 11; on écrit — 11 au-dessous de 
— 9; enfin, 11 — 8 divisé par — 3 donne pour dernier quotient — 1; 
on met -+ r au-dessous de 8. Ce dernier quotient étant égal et de signe 
contraire au coefficient du premier terme, on en conclut que — 3 est 
racine. En mème temps, les nombres de la seconde ligne sont les coeffi- 
cients du quotient du premier membre par x + 3. Il faudra faire des 
caleuls semblables avec les diviseurs suivants, mais en se servant mainte- 
nant de la-seconde ligne au lieu de la première. On trouve que — 2, 
+2, + 3 ne peuvent être racines, puisque les divisions ne se font pas 
exactement jusqu’à la fin; au contraire, + 5 est racine, car le dernier 
quotient relatif à ce nombre est — 1. 

L’équation est du 4° degré et l'on a trouvé deux racines; il reste à 
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résoudre une équation du second degré dont les coefficients sont ceux de 
la dernière ligne, c’est-à-dire, 


x? — 6x — 6— 0. 


Celle-ci donne x = 3 + 35. 

78. Racines commensurables fractionnaires. La détermination de ces 
racines repose sur le principe suivant : Quand le coefficient du premier 
terme d’une équation est l'unité, il n'y a pas de racines fractionnaires. 
En effet, soit l'équation 


gr + A,x®7! -H A2x"—? + eae -H Amit + An ons O, 
a è FRE : i 
etz une fraction réduite à sa plus simple expression; en admettant qu’elle 
soit racine, on a : 


a" a"! 


Mu in De à DU + An = 0. 
Si on multiplie par b™—', il vient 


TE Aia" + Aa A ++: Apt = 0 : 


égalité impossible, puisque tous les termes sont entiers excepté le premier. 
Cela étant, considérons l'équation 


Aox" —- Agni -L HA, = [e] 


où le coefficient du premier terme est différent de unité; elle pourrait 
avoir des racines fractionnaires; afin de les obtenir, posons 


ÿ. 
e 


g = 
il viendra la transformée 
gh D aiy aE 
Ao mg A+ LCI rer t soe + An = 0, 
et, en multipliant par k"-1, 
A+ Ag + Aky" + 2e An — 0; 


si l’on prend k= Ao, le coefficient du premier terme devient l’unité et 
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l’équation n'admet plus que des racines commensurables entières; 
on les déterminera par les méthodes précédentes. Désignons par 
Yos Yis Yzy +, CES racines ; en vertu de la relation posée, les nombres 
fractionnaires 

Yo VE VE 

DER ES fée 


seront des racines de l'équation primitive. 
Comme exemple, proposons-nous de résoudre l'équation 
2x6 -4 x — 102? — 2% + 12 — 0. 
Il faut commencer par la recherche des racines entières; elle en possède 
une seule qui est — 2; en divisant par x -+ 2, il reste l'équation 
2x5 — 3x? — 4x +6—0. 
Prenons k = 2; on trouve, pour la transformée, 
y — 3ÿ" — 8y + 24 = 0. 
Celle-ci est vérifiée par les nombres 3 et +2 V2; par suite, les 
racines de l'équation proposée seront : 


2; 3 5 + V2, — y2. 

Soit encore l'équation 

42 — 282 + 451? — 6x — 18 = 0 

qui n’a pas de racines entières. Posons : x =}; il viendra 
y' y? ET 
ns E = — 65$ — 18 = 0. 
45 2875 + 45% 67 I o 

Multiplions par Æ?; on aura 


ABP T-A : : 
4 — 28% + 459 — 6ky — 18k? = 0. 


On voit que, dans cet exemple, on doit prendre k= 2 au lieu de 
k = 4; ce qui simplifie la transformée; on trouve ainsi 
yt — 149 + 454° — 12y — 72 — 0. 
Ses racines étant — 1, 3, 2 (3 + V 3) celles de l’équation proposée 
auront pour valeurs 


—5, 2 3+y3 
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39. Racines commensurables égales. Dans les exemples que nous 
avons traités, on a trouvé autant de racines qu'il y avait d'unités dans 
le degré de l'équation ; dans tous les cas analogues, il n’y a pas lieu de se 
préoccuper des racines égales. Lorsqu'il n’en est pas ainsi, il est néces- 
saire de vérifier si les racines trouvées sont simples ou multiples. Dans 
ce but, on essaye de nouveau les mêmes nombres; chacun d’eux sera une 
racine simple, double ou triple, si on trouve qu'il satisfait une, deux ou 
trois fois à l'équation. 

Soit à résoudre l'équation 

x? — 120 — saut — 10425 + 452* — 108% — 108 = 0. 


a trouve seulement pour racines entières les nombres —1, 2, 3. Après 
avoir débarrassé l'équation de ces racines, il vient : 
x5 — 8x° + 21x — 18 — 0. 
Il est facile de çonstater que 2 est encore racine, et il reste ensuite 
l'équation 
x —61+9—=0 
qui admet deux racines égales à 3; par conséquent, — 1 est une racine 
simple, 2 une racine double et 3 une racine triple. 


SO. Nous terminerons la théorie des racines commensurables en 
proposant quelques équations à résoudre. 


(a) xt — 1075 + 35%? — 50% -+ 24 = 0. 
Racines : 1, 2, 3; 4. 
(b) 225 — 53% + 105 = 0. 


Il faut chercher les limites et remarquer que le second terme manque. 
Avant d’effectuer les opérations pour la recherche des racines, on com- 
plète l'équation et on écrit : 


2x5 -+ 0.x? — 53x -+ 105 = 0. 


=a EYI 
Racines : 3, ZEN, 
(c) xt + 72 + 152° + 14% +8 = 0. 


Tous les termes étant positifs, cette équation n’admet que des racines 
négatives. Il suffit d'essayer les diviseurs négatifs du dernier terme. 
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Racines : — 2, — 4, 
(d) xë — 3x' — 8x5 + 24x? — 9x + 27 = 0. 
Racines: 3, 3, — 3, +y — 1. 

(e) xt — 4x5 -+ 16x — 16 = 0. 


Racines: 2, 2, 2, — 2. 
(A) a’ + gaë — 362 — 4525 + 938° + 132% -+ 140 = 0. 


Racines: 2, 5, — 2, — 7, DEEV ES, 
: 2 


(g) 22% + 425 — 59x? — 61x + 30 = 0. 


Racines : 5, — 6, = +r3, 
2 


(h) x* -+ 28x5 42%? — 3452% — 19019 = 0. 
Racines : 11, — 7, — 13, — I9. 
(e) 6x* — 7x5 + 8x? — 7x + 2 = 0. 
Racines: =» =» ES 

4 3 
(k) 152" + 1625 — 46x? — 5x +6 — 0. 
Racines : b, g , m4 . 

2 5 2 


(l) x + 2x7 — 2526 — 26x° + 116%" — 8x5 + 1001 104x — 480— 0. 


Racines? 2, 4, —3, —5 +yÿ2 +y—2. 
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5. 


FORMULES DE LA THÉORIE DES DIFFÉRENCES. PROBLÈME DE LA SÉPARATION 
DES RACINES. 


81. Avec les méthodes précédentes, il est toujours possible de ramener 
une équation à ne plus avoir que des racines incommensurables réelles, 
simples ou multiples. De plus, par la recherche du plus grand commun 
diviseur entre le premier membre et sa dérivée, on sait que l’on peut aussi 
débarrasser l'équation de ses racines égales. Dans la recherche des racines 
irrationnelles et complexes, il est done permis de supposer que l'équation 
ne renferme plus que des racines simples. Cela étant, le problème de la 
séparation des racines consiste à déterminer des intervalles qui renfer- 
ment chacun une racine et une seule. Sa résolution exige de nombreuses 
substitutions de nombres dans un polynôme algébrique; comme ces 
dernières sont beaucoup facilitées et abrégées par les principes du calcul 
des différences, nous allons démontrer les formules fondamentales de ce 
calcul, 

Soit une suite de n + 1 quantités rangées d’après une loi quelconque 

Uos. Mis. Us Us ter ist, QU: 
En retranchant de chacune d'elles celle qui la précède, on obtient les z 
différences 
Ui — Ug, Ur —Ui, Us — Ua, se Un — Uni 
que l’on désigne par la caractéristique A, et on écrit : 
Aug =U — Uo, Au = Uz— üi, Aus=us — uz, ee Au —= Ur —Un : 
ce sont les différences premières des quantités données. 


En appliquant à celles-ci le même mode de soustraction, on forme les 
différences secondes que l’on désigne par A*; ainsi, l’on a : 


Au, = Au — Ato, Au = Aus — Aus, ..., A n2 = Aus — Aus à. 


En retranchant encore chaque différence seconde de celle qui la suit, on 
obtient les différences troisièmes, et ainsi de suite. Remarquons que, si 
les quantités données sont au nombre de n -+ 1, il y a n différences 
premières, n— 1 différences secondes, n — 2 différences troisièmes, etc. ; 
enfin, il ne restera plus qu’une seule différence de l’ordre n, et il n’y a 
pas lieu de s'occuper des différences d’ordre plus élevé. Lorsque la suite 
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des quantités est indéfinie, l'ordre des différences peut toujours 
augmenter. 

On dispose les différences en tableau comme nous allons l'indiquer. 
Pour fixer les idées, soient les six quantités, Uo, Ui, Us, Us, Us, U53 elles 
donneront lieu au tableau suivant où les colonnes renferment les diffé- 
rences des divers ordres : 


ua Au, | Auo | Auo | A'u, | Au 
ùs Au: Au | Au, | A'u 


us Aus | Aus | Aus 
üs Au; Au; 

UP | Aus 

us 


Í } 
1 


Par définition, on a : 


Au, = Aus — Au; 


par suite, 

(a) Aus = Aus + Aus 
et 

(8) 5 Aus = Aus — Aus. 


La relation (x) donne cette règle : Un nombre du tableau est égal à 
celui qui est au-dessus plus celui qui est à droite de ce dernier. 

La relation (5) donne cette autre règle : Un nombre du tableau est 
égal à celui qui est au-dessous moins celui qui est à droite du nombre 
considéré. 

Il en résulte que, si l’on donne les six nombres de la première ligne 
horizontale, on pourra par la première règle reproduire tout le tableau. 

82. Il est possible d'exprimer la différence de l’ordre n en fonction 
des quantités de la suite. En effet, on a successivement 


Au, = ui — Uo, Au = U: — th, 
Lu, = Aus — Au, = Us — U — (ui — Vo) = Us — 2U, + tho. 
On aura aussi en augmentant l'indice d’une unité 


Mu = Us — 2us + ui; 
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A5uo = Aus — Aus = Us — 3U: +- 3i: — uo; 
de même 
Au = Us — 3Us + 3U: — ui, 
et ces deux relations donnent encore 
Atus = Au; — Aus = t, — qu; + Gus — us +- uo. 

En continuant ainsi, on arrive à cctte loi générale: La différence de 
l'ordre p s'obtient en multipliant les quantités up, Upi, ..., Usi, uo par les 
coefficients du développement de (x — a}. 


Si p = n, on a la formule cherchée 


-- n(n — 1)(n — 2) 
A"uo = Un — Nun ut O RL N -+u 

s F 1.2 í 1.3.3 hat ý 

ou bien, sous forme symbolique 
A"uo = (u — 1)" 

avec cette condition que dans le développement on doit mettre les expo- 
sants en indices et remplacer le dernier terme 1 par u,. 

83. Cherchons maintenant la formule inverse qui donne w, en fonc- 
tion de w, et de ses différences successives. On a, par définition 

Ui = Uo -H Aus, Au: = Au, + Mu, 
us = u, + Au, = (u, + Auo) + (Au, + Aus) = to + 2Auo + Aug. 
De même, 
Au: = Auo + 2A°u + Au, ; 
par suite, il vient 
us = Us Au: = uo + 34u + 3 Au + Au, 
ainsi que 
Aus = Auo + 3A°uo + 3A5u6 + Atuo; 
d'où on tire encore 
u, = Us + Aus = u, + 4Au, + GA'u, + 445u + A'u,. 

En allant ainsi de proche en proche, on vérifie la loi suivante : Le 
terme u, s'obtient en multipliant u, et ses différences successives jusqu'à 
Aruo inclusivement par les coefficients du développement de (x + a). 
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Posons p = n ; on aura, pour la formule demandée, 


in = uo nam + "0 atu HETA an. + A't, 
et, symboliquement, 


Un = (1 + A)'uo. 
84. Il existe aussi une formule sommatoire donnant la somme de n 
quantités de la suite. Posons: 


So= 0, S= uo, Sz = Wo4 ti, Ss = t tu Hu, 
Si = uo H u -H uzus, ..., Sh = Uo Hu Hu +. H tnaa. 
Il en résultera la nouvelle suite 
RER RP TN" 
avec la relation 
Uni Sn — Si = AS, 15 
par conséquent, en appliquant la formule précédente à cette seconde 
suite, et en tenant compte des relations 
S= o0, AS = un AS, Au, .:.r AS At, 
il vient 
— 1)(n—2) 


AA BA om ue 


Auo +... + Alu. 


85. Nous allons faire une application intéressante de ces formules aux 
suites arithmétiques. On appelle ainsi une suite de quantités jouissant de 
cette propriété que leurs différences d’un certain ordre sont constantes. 
La série des nombres entiers, celle des nombres pairs ou des nombres 
impairs forment des suites arithmétiques du premier rang; car leurs 
différences premières sont constantes. La série des carrés 1°, 2°, 3°..., 
forme une suite arithmétique du second rang; car, si on considère trois 
carrés consécutifs a°, (a -} 1)°, (a + 2}°, ou bien, 


a, a'—HLaa+ti, a La4aa+4, 
il vient pour les différences premières 
2a— 1, 20 +3, 


et la différence seconde est égale à 2, quantité indépendante de a. On 
prouve de la même manière que la série des cubes 15, 27, 3° ete. jouit de 


Www.rcin.org.pl 


— 158 — 


cette propriété que leurs différences troisièmes sont constantes; c’est 
une suite arithmétique du troisième rang. 

Pour une suite arithmétique de rang k, les différences de l’ordre k 
sont constantes; par conséquent, celles de l’ordre plus élevé étant nulles, 
les formules précédentes se réduisent à 


(a) nAi = LYS PEU A 2e i 9 de, 


n (n — 1)(n — 2) 
1.2.3 3 


son 


(cc) Sn = nuo + ——— Aus + 


1.2.3...k(k+1) 


Pour la suite des nombres entiers, 1, 2, 3 ..., Au, = 1, et il vient; 


es n(n), 


2 


S, = 1 424 4n = np al 


Pour la suite des carrés 1°, 2°,,3° ..., on doit poser : k = 2, ti, = le 
Aus = 3, Au = 2. Un trouve alors 


— +2+..Ln=n+3 = a orak MS siaal eak 


1.2 1.2.3 


_n(næ+i)(an+i) 
6 


Au moyen des quatre premiers cubes 1, 8, 27, 64, on obtient 
Aüs = 7, Au, = 12, Mu —6, 


et la formule donnera : 


Sauter 70 a DA) 


M 1)(n — 2) (n = 
1.2.3.4 
ou bien, en faisant les réductions, 


Ppap Hipa eE, 
4 


et ainsi de suite. 
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86. Différences des fonctions entières. Si on développe la formule (1), 
on trouve un polynôme du degré k par rapport à n de la forme 
Un = Aont + An LH Ar, 
où le coefficient A; a pour valeur 
A*uo 


Agma 
MA À 


par suite, 
(B:) duo —1.2.3...k. Ao. 


Réciproquement, si le terme général d’une série de quantités est un 
polynôme du degré k en n, il faut que les différences de l'ordre k -+ 1, 
k + 2 ... soient nulles, et ces quantités doivent former une suite arith- 
métique de rang k. 


Cela étant, considérons la fonction entière 
u = Aort -+ Axt LE Aarte LE A, 
et substituons à x les valeurs 0,1,2... n,n- 1, ...; désignons par 
Uo, Uig Usg ses Uny Ungi e les valeurs correspondantes de la fonction. 
Le terme général w, est un polynôme du degré k par rapport à n, et les 
résultats to, Xi, us … forment une suite arithmétique de rang k; la 
valeur de la différence constante de l'ordre k sera donnée par la formule 
(6). Il en résulte qu'après avoir fait k substitutions et calculé les 
valeurs de 
Auo, to, Auto, sce Au, 

on aura tous les nombres de la première ligne du tableau des différences, 
et, en le complétant, on pourra obtenir, par de simples additions, les 
valeurs de la fonction pour autant de valeurs de x que l’on voudra. 

Soit, par exemple, la fonction 


F (x) = 25 + 3x? — 17x + 5. 
Elle est ‘du troisième degré, et il sera nécessaire de faire trois substi- 
tutions. Choisissons les plus simples 


L——1, L—0, 2—1; 
on trouve les résultats : 
F(—1)=24, F(o)=5 F(1)=-— 8; 


ils donnent, pour différences premières, — 19, — 13 et, pour différence 
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seconde, 6; enfin, la différence troisième, d’après la formule (G,), est : 
1.2.3 = 6, Avec ces nombres, on forme le tableau suivant : 


æ |F{&)| A | 4° | a: 
— 1 24 |—19 6 6 
o 5 — 13 12 6 
I —8 | —1ı 18 6 
2 —9 17 24 6 
3 8 41 30 6 
4 49 71 36 6 
5 120 | 107 42 6 


Après avoir écrit les nombres calculés dans la première ligne horizon- 
tale, on achève les diverses colonnes en commençant par lavant dernière 
conformément à la règle : chaque nombre est égal à celui qui est au-dessus 
plus celui qui est à côté de ce dernier. 

On complète également le tableau en remontant par cette seconde 
règle : chaque nombre est égal à celui qui est au-dessous moins celui qui 
est à la droite du premier. On trouve ainsi : 
| } 


—6 | —1 at |— 24 6 
—5 40 17 | —18 6 
— 411057 |A IN 
ei: ON CC =m 6 
-2 43 pa 19 ot 6 
— ! 24 |—19 6 | 6 
x F (x) A A? A5 


D’après ces deux tableaux, l'équation 
F(x)= 2 +32 —17:+5=0 
admet deux racines positives, l’une comprise entre o et 1, l’autre entre 
2 et 3, puisque la colonne du premier qui donne les valeurs du premier 
membre accuse un changement de signe pour ces intervalles; elle possède 
aussi une racine négative comprise entre — 5 et — 6 comme l'indique le 
second tableau; par conséquent, les racines sont séparées. 
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87. Séparation des racines. La proposition de Sturm fournit une 
méthode assurée pour résoudre ce problème. Etant donnée une équation 


F (x) = 0, 
on caleule la suite des fonctions (N° 59) 
F(x), F'(x). Ro, Rss -ory -Ry 


Si les limites des racines réelles ne sont pas trop éloignées l’une de 
l’autre, on substitue immédiatement les nombres entiers compris entre 
ces limites. Chaque fois que, pour deux substitutions consécutives, le 
nombre de variations dans la suite précédente reste le même, on est 
certain qu’elles ne comprennent aucune racine; quand une variation se 
perd, il y a une seule racine dans l'intervalle et elle est séparée; mais, 
dans le cas d’une perte de plusieurs variations, pour effectuer la sépara- 
tion des racines, il sera nécessaire de substituer dans l'intervalle des 
nombres différant d’un dixième, d’un centième, etc., jusqu’à ce que, 
pour deux nombres consécutifs, la suite ne perde plus qu’une seule 
variation. 

Lorsque les limites des racines sont des nombres très écartés l’un de 
Pautre, par exemple, — 500 et -+ 500, il faut choisir pour les premières 
substitutions les nombres 

— 500, — 100, — IO, O, 10, 100, 500. 

Les variations perdues indiqueront ensuite dans quels intervalles il 
faudra faire des substitutions de nombres plus rapprochés. 

Comme exemple, proposons-nous de séparer les racines de l'équation 


x — 5x +i=o. 


D'après la règle de Descartes, elle admet au plus trois racines réelles. 
Le calcul donne pour la suite de Sturm, 


F(a)= 2 — 5x4 1, F'(x)= 528 — 5, Re — 4x —1, R — +: 


Comme on peut prendre pour limites des racines + 3 et — 3, substi- 
tuons les nombres — 2, — 1, O, 1, 2. On trouve les résultats suivants : 


F(x) F'(x) R. R, 


Pour t=—2, = + — + 
L——1, + o — + 

=g + sas sa + 

z—+1, — o + + 

D=t2 + + + 


12 
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En passant de — 2 à — 1, la suite perd une variation; il en est 
encore ainsi pour les intervalles o et 1, 1 et 2; donc les racines sont 
séparées. 

Cette méthode est parfaite théoriquement, mais elle exige toujours 
des calculs pénibles. On doit chercher à l’éviter autant que possible. 
Lorsque l’on sait d'avance que l'équation a toutes ses racines réelles, 
nous avons vu que le théorème de Fourier acquiert la même précision 
que celui de Sturm. C'est ce théorème qu'il faudra employer pour la 
séparation des racines, à cause de la grande facilité que présente la 
dérivation pour arriver aux diverses fonctions de la suite. 

88. Séparation des racines par des substitutions directes. Nous avons 
montré précédemment que, par l'usage d’une propriété des différences 
d’une fonction entière, le caleul des résultats des substitutions dans le 
premier membre d’une équation devient facile et rapide. Après avoir 
fait une première substitution de tous les nombres entiers compris entre 
les limites, on notera avec soin les intervalles où F (x) echange de signe; 
chacun d'eux renfermera, soit une, soit un nombre impair de racines. 
Si l’on constate autant de changements de signe que le théorème de 
Descartes fait supposer de racines réelles, la séparation sera effectuée. 
Lorsqu'il y a doute, il sera nécessaire de faire de nouvelles substitutions 
dans les intervalles qui présentent le plus de chances de renfermer des 
racines, Afin de mieux fixer son choix, on porte sur une droite, 
à partir d’une origine O, des longueurs égales aux nombres substitués 


wmm 4) = y 0.5 02) lets 


et les résultats seront les ordonnées correspondantes de la courbe 


y =F (£). 

On obtient ainsi dans le plan une série de points qui, par leur situation, 
donneront une idée grossière mais suffisante de la marche de la courbe, 
Les racines correspondent aux points où celle-ci rencontre la droite; 
l'aspect de la courbe permettra généralement de déterminer avec une 
certaine probabilité les intervalles où elle ira rencontrer la droite, et, 
par conséquent aussi les intervalles où il sera nécessaire de faire de 
nouvelles substitutions. 

Cette méthode est bien imparfaite, et, cependant, c’est celle que l’on 
cmploie en premier lieu et qui réussit souvent. D'ailleurs, si l’on ne peut 
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arriver au but, il sera toujours temps de recourir au théorème de Sturm. 
Dans l’exemple qui précède 


F (x) = xë — 5x + 1 —0o, 
la substitution directe des nombres 


— 2, —1,,. O0, J, 2, 


apprend que F(x) change de signe entre — 2 et — 1, O et 1, x et 2. 
Comme l'équation ne peut avoir plus de trois racines réelles, elles sont 
séparées. 

89. Séparation des racines imaginaires. Cette séparation s’opère par 
la proposition de Cauchy (N° 63) appliquée à certains contours particu- 
liers. Soit 


F(2)=p(x, y) + 4 (x,y) — 1 =0 


l'équation donnée. D’après la notation admise dans la démonstration de 
ce théorème, on a 


P =ọ (x,y) Q= }Ņ (x, y). 
Considérons un contour rectangu- 
laire ABCD dont les côtés sont parallèles 
aux axes. Désignons par 
(CD) x = £o, (AB) x = £1, 
(AD) y= yo (BC) y =y: 
les équations des côtés. Pour les côtés 
CB et DA, y est constant tandis que x 
varie de x à x. Or, si on ordonne P 
par rapport aux puissances décrois- 
santes de y, cette fonction conservera toujours le même signe que son 
premier terme lorsque y est très grand. Done, en admettant que ces 
côtés se transportent à l'infini, l’excès à relatif à ces côtés sera nul. Cela 
étant, il reste à calculer l’excès pour AB et CD. 
Pour la parallèle AB, on a 


Fig. 5. 


P  œ(x:,y) 


Q (x, y) 


où y doit varier de — œ% à -+ « ; appelons à, l'excès relatif à AB dans 
ces conditions, 
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Pour la parallèle CD, il faut prendre 

P (x, y) 

Q Ÿ (to, y) 
et faire varier y de + œ à — œ puisque le contour est parcouru à partir 
de A vers B, C, D. L’excès pour CD est égal et de signe contraire à l'excès 
de DC, c’est-à-dire, du même côté parcouru en sens opposé, et, par 
conséquent, dans l'hypothèse on y varie de — œ à + œ au lieu de Æ œ à 
— 0 ; soit Jo l'excès relatif à DC, et u le nombre de racines comprises 
dans le contour ; on aura 
UE À 


2 


Si p. = 1, il ne renferme qu’une racine; elle sera séparée et sa partie 
réelle comprise entre x, et xı. Si est plus grand que l'unité, il faudra 
mener des parallèles intermédiaires jusqu’à ce que l’on trouve y. = 1; 
ce qui arrivera nécessairement à moins que plusieurs racines ne possèdent 
la même partie réelle. 

En supposant que les parallèles CD et AB aillent à l’infini tandis que 
les autres côtés restent à distance finie, on pourrait également déterminer 
les limites y, et yı qui comprennent le coefficient de p/— rı dans la 
racine, 


dé. 


RACINES INCOMMENSURABLES. MÉTHODES D’APPROXIMATION. 


90. Méthode de Newton. Désignons par a et b, b étant plus grand que a, 
deux nombres connus qui comprennent une seule racine incommensu- 
rable de l'équation 

F(x)=0. 

Soit h la quantité positive qu'il faut ajouter à a pour avoir la racine 

exacte; on aura, par hypothèse 
F(a+h)=0, 
ou bien (N° 57) 


F (a) +h F’ (a) + A pe (a + 0h) = 0, 
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étant une quantité comprise entre zéro et l’unité. On en déduit 
F (a) h? F” (a + 6h) 
F'(a) 1.2  F’(u) 

On doit admettre que les limites a et b diffèrent au plus d’une unité de 
telle sorte que h est fractionnaire. Dans une première approximation, on 
néglige le terme qui contient A? et Pon prend pour l’inconnue A la valeur 

tte 
© ro: 
De même, si on représente par b— k la racine exacte, k étant une 


quantité positive , il viendra 
F (b — k) = 0, 


(a) h= — 


ou 


F (b) — k F b+ -P (b— 0k) =0, 


6! étant aussi compris entre zéro ct l'unité, On en tire 

; F(b) i RE E" (b — ek) 
(x) T RES Ja F6) 

Désignons par kı la valeur de k lorsqu'on néglige le second terme; on 
aura 

? F (b) 
E) | kı = F 

D’après les formules (8) et (£’), on doit prendre, pour la racine, a + h, 
ou b — kı; mais il est nécessaire d'indiquer si les formules précédentes 
conduisent toujours au but proposé qui est d'obtenir une valeur plus 
exacte que celle du point de départ. D'abord il faut que h, et k, soient 
des quantités positives, et, par conséquent, que F (a) et F’ (a) soient de 
signes contraires, et F (b) de même signe que F’ (b); ce qui aura lieu 
généralement, si les limites sont assez rapprochées, car on sait qu’un peu 
avant que x passe par une valeur racine de l'équation, F (x) et F’ (x) sont 
de signe différent et un peu après de même signe. Cette condition est 
nécessaire, mais elle ne suffit pas pour affirmer que a h ou b — kı 
sont des valeurs plus exactes. En effet, si, dans la formule (x), F’'(a+-9h) 
est de signe contraire à F (a), le second terme est négatif tandis que le 
premier est positif; la correction h, est plus grande que h, et la valeur 
a + h, pourrait devenir égale à b ou plus grande que b. 1] faut donc que 


. 2+ 
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F” (a + 6h) soit de mème signe que F (a); alors seulement À, est plus 
petit que h, et la valeur a + hı étant comprise entre a et a + h, sera 
certainement une racine plus exacte. La même observation s'applique à 
l'équation (2); il faut que F” (b —#/#) soit de même signe que F (b) 
pour que b— k, soit, sans aucun doute, une valeur plus approchée de la 
racine. 

Il ya toujours une des deux formules qui fournira l’approximation 
voulue, si les limites sont assez resserrées pour , que F’ (x) et F” (x) ne 
changent pas de signe dans l'intervalle de a à b; car, lorsque 
la valeur A, ne convient pas, F” (a + 6h) est de signe contraire à F(a); 
mais alors, dans la formule (x), F” (b —6'k) est de même signe 
que F (b), puisque F (æ) change de signe en passant par zéro; donc la 
valeur de kı donnée par (f’) est celle qui convient, et b — k, sera la 
racine approchée. 

Ces diverses observations conduisent à la règle suivante : Étant données 
deux limites a et b, b> a, qui comprennent une racine incommensurable 
de l'équation F (x) = o, si elles sont telles que F’ (x) et F” (x) ne changent 
pas de signe dans l'intervalle, on obtiendra avec certitude une valeur plus 
approchée par la formule 

T—=Z-- AL , 
F’ (z) 
en remplaçant z par celle des deux limites qui rend F (x) et F” (x) de 
méme signe. ' 

En supposant que a est la limite convenable, une première application 

de la méthode donnera ła valeur # 


; F (a) i 


TERP IA 


plus approchée que la limite a. Une seconde application avec a’ donnera 


également la valeur 
a" sua ga F(a’) N 
F’ (a') 
plus approchée que la précédente. On continue ainsi avee chaque valeur 
que l’on vient d'obtenir et, comme les conditions restent le$ mêmes, 
l'approximation avance de plus en plus vers la racine exacte. « 
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Il est utile de calculer, par excès, l'erreur e commise en prenant 
F (u) 
' (a) 
pour la valeur de x. Cette erreur est représentée par le terme négligé 
h? F” (a+ 06h) 
1.2 F(a) 
Soit M le maximum de F” (x) dans l'intervalle de a à b. En rempla- 
çant h par b — a, il vient 


e< (b-- Aae 


Souvent les limites employées diffèrent d’un dixième; dans ce cas, si 


M 
PQ) < i 


M 
g: 


l'erreur sera plus petite qu’un centième; après une seconde application, 
elle sera inférieure à une unité du quatrième ordre décimal, ete. 

Afin d'indiquer la marche à suivre, considérons l'équation 

F (x)= 25 — 4x — 2x 4 4 = 0. 

On constate sans peine par la méthode des substitutions qu’elle possède 
trois racines réelles comprises respectivement dans les intervalles (— 1, 
— 2), (0,1), (4,5). Calculons d’abord par approximation la dernière. 
Avant d'appliquer la formule, il est avantageux de connaitre la racine à 
un dixième ou à un centième près; plus les limites sont resserrées, plus 
on peut espérer que les conditions indispensables seront remplies. En 
divisant F (x) par x — 4,2, x — 4,3, on trouve pour les restes 


F (4,2) = — 0,872, F(4,3) = + 0,947. 
La racine est donc comprise entre 4,2 et 4,3. Les dérivées étant 
F’ (x)= 3x? — 8x — 2, F” (x)= 6x7 —8, 
on cherche leurs valeurs pour x = 4,3 ; on obtient: 
F' (4,3) = 19,07, F” (4,3) = 17,80. 
Il faut done employer la limite supérieure 4,3 qui rend F (x) et F” (x) 


de même signe. On aura, pour la première correction, 


ka DWI) __ 01947 
F’ (4,3) 19,07 


0,049 


f 124" 
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ll en résulte la valeur approchée 


x = 4,3 — 0,049 = 4,251 
à un centième près. On sait que la correction k, est trop petite, et cette 
valeur de x est supérieure à la racine; celle-ci est done comprise entre 


4,24 et 4,25. 
La seconde correction est : 


k; = Ea "P LE 0,000859; 
F’ (4,25) 18,1875 
par suite, 
X = 4,25 — 0,000859 = 4,249141 : 
c’est la racine approchée à un dix-millième près. 

Enfin, si l’on veut une approximation plus grande, on caleule encore 
une dernière correction avec cette valeur ; on trouve 
k'i e (4249141) = 0:000008393325 —0,00000046187, 

F' (4,249141) 18,17247 
et, pour la racine 
x = 4,249140538. 

D’après ce dernier calcul, la valeur précédente était exacte jusqu’à la 
cinquième décimale ; on peut affirmer que celle-ci renferme neuf déci- 
males certaines. 

Cherchons, en second lieu, la racine comprise entre o et 1. On a : 


F (0) =+ 4, F()=— 1. 
La racine doit être plus près de Punité que de zéro, En divisant F (x) 
par x — 0,8 et x — 0,9, on trouve 


F (0,8) = + 0,352, F (0,9) = — 0,311. 
Les limites de la racine seront donce 0,8 et 0,9; comme la seconde 


rend F(x)et F” (x) de même signe, c’est elle qui doit servir dans les 
opérations. La première correction est : 


___ F(o,9) _o,311 
pool Go h 
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et, par conséquent, 
x = 0,9 — 0,046 = 0,854. 
Si on remarque que F” (0,9) = 2,6, il vient pour l'erreur 
2,6 
2 X 6,77 
la valeur de x est exacte à une unité près du troisième ordre décimal. 
Une seconde opération donne 


e < (o,1) 


< 0,0019; 


FoB) Gégoge 0003055 


par suite, 
x = 0,854 — 0,000365 = 0,853635 
et cette valeur est exacte à une unité près du sixième ordre décimal. 

Enfin, par une troisième opération, on trouve que la racine est, avec 
neuf décimales certaines, £ = 0,853634511. 

Si l’on veut calculer la racine située dans l'intervalle (— 1, — 2), il est 
préférable de changer x en — x dans Péquation pour opérer avec des 
nombres positifs. L’équation est alors 

F (x) = 25 + 42° — 21 — 4 = 0. 

On a 

F(1)=— 1, F(2)=+ 16. 

La racine doit être voisine de Punité. Si on divise F (æ) par x — 1,1 

et x — 1,2, les restes donnent 


F(1,1)— — 0,0029, F(1,2) = + 1,088. 


Ainsi 1,1 et 1,2 sont les limites de la racine. La dérivée seconde étant 
positive, on prendra la dernière pour calculer la correction; on trouvera 


F (1,2) 1,088 e 
eh HIT mga at 


ce qui donne 
> g% = 1,2 — 0,091 = 1,109 


dont les deux premières décimales sont définitives, comme on peut le 
vérifier par le calcul de l'erreur, 

En continuant comme on l’a fait pour les racines précédentes, on 
arrive finalement à la valeur x — 1,102775049, dont les neuf décimales 
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sont exactes. En changeant le signe, la troisième racine de l'équation 
proposée sera x = — 1,102775049. 

Comme vérification, si on fait la somme des trois racines, on trouve 
qu’elle est égale à 4, comme cela doit être d’après le second coefficient de 
l'équation. 

91. Méthode d'Horner. Soit F(x) —o une équation ayant, par 
exemple, une racine irrationnelle comprise entre 2 et 3. Diminuons 
les racines de deux unités en formant la transformée par la règle 
connue (N° 45). Représentons-la par 


F, (x) = Box" -+ Bat LE Bmw + Bm = 0. 


Cette nouvelle équation admet une racine dans l'intervalle de o à 1; 
ce sera un certain nombre de dixièmes en négligeant les autres déci- 
males. Pour déterminer ce nombre, on supprime les termes renfermant 
les puissances de x supérieures à la première. Il reste ainsi l'équation 
approchée 

Bit + By = 0; 
d'où 


La division donnera le chiffre des dixièmes de la racine. Soit 5 ce 
chiffre. On diminue, en second lieu, les racines de l’équation précédente 
de 0,5; l'équation transformée 


F: (x) = Cox” + Guga -l- e.. +- CRE + C, = O0 


admettra une racine comprise entre o et 0,1. Afin de la déterminer, on 


prend l'équation 
Cn_17 + Cm = 0 


qui fera connaître le chiffre des centièmes de la racine. Soit 3 ce nombre. 
On diminue encore les racines de F» (x) = o de 0,03 et l'on arrivera à 
une troisième transformée qui permettra de déterminer le chiffre des 
millièmes de la racine ; ainsi de suite. 

S'il arrivait que le calcul donne un chiffre trop élevé, on en s’aperce- 
vrait par le changement de signe du dernier terme de la transformée. 
Si le chiffre était trop petit, on s'en apercevrait bien vite dans la suite 
des opérations; car, supposons, par exemple, que l’on trouve 4 au lieu 
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de 5 pour le chiffre des dixièmes; dans la transformée suivante qui 
conduit au chiffre des centièmes, on devrait trouver un nombre plus 
grand que 9, puisque la racine est trop petite de dix centièmes. 

Un exemple fera mieux comprendre la suite des calculs que cette 
méthode exige. Considérons l'équation 

F (x) = 2 — 4x — 2x 4 4 = 0. 

Nous avons vu précédemment que ses racines sont comprises dans les 
intervalles (0,1), (4,5), (— 1, — 2). Calculons d’abord la première, Elle 
est située entre 0,8 et 0,9. Diminuons les racines de 0,8. Les divisions 
successives qu’il faut effectuer par x —0,8 donnent les résultats suivants: 
r —4 —2 4 
I — 3,2 — 450 0,352 
1 — 24 — 6,48 
I 
1 


Les derniers nombres des lignes horizontales représentent les restes; ce 
sont les coefficients de la transformée, savoir : 
F, (x) = 25 — 1,6 x? — 6,48 x + 0,352 = 0, 
d’où l’on déduit, pour le chiffre des centièmes, 


2 
= = 0,05 … 


La racine devient ainsi : & = 0,85. 
Diminuons les racines de F, (x) = o de 0,05, On formera le tableau : 


1 —-1,6 —6,48 0,352 
0,05 I —1,55 —6,5575 0,024125 
I — 1,50 — 6,6325 

E- |— i45 
I 
La seconde transformée sera : 
F: (x) = xë — 1,45 x° — 6,6325 x + 0,024125 = 0; 
d'où on tire 
0,024125 


Ge 0,003... 


par suite, x = 0,853. 
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Diminuons les racines de F3 (x) = o de 0,003. On aura le tableau : 
I —1,45 — 6,6325 0,024125 
0,003 I — 1,447 — 6,636841 0,004214477 
I — 1,444 — 6,641173 
I —1;,441 
I 


d’où résulte la transformée 


F; (x) = 25 — 1,441 x° — 6,641 173 x + 0,004214477 = 0 


qui donne 
0,0042 s.. 


6,64 … 
et, par conséquent, x = 0,8536. 
Diminuons les racines de F; (x) = o de 0,0006. On forme le tableau : 


— 0,0006 …, 


I —1,441 — 6,641173 0,004214477 
0,0006 1 —1,441 — 6,642038 0,000229254 

I —1,44 — 6,64290 

I —1,44 

I 


et la transformée correspondante 
F, (x) = xë — 1,442° — 6,64290x +- 0,000229254 = 0 
conduit à 
0,000229254 
| 6,642 se. 
par suite, x = 0,85363. 
Il faut remarquer que, dans le tableau précédent, le dernier nombre 
de la première ligne possède neuf décimales. On multiplie dans les divi- 
sions par 0,0006; on peut négliger les derniers chiffres pour ne pas 
augmenter inutilement le nombre de décimales. 


=—0,00003....5 


Diminuons, enfin, les racines de F, (x) —0 de 0,00003. On aura le 


tableau : 
I —1,4 — 6,64290 0,000229254 
0,00003 1 —1,4 — 6,64294 0,000029966 
1 —1,4 — 6,6430 
I 
I 


— 1,4 
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d’où résulte la transformée 
F; (x) = xë — 1,42? — 6,6430x -+ 0,000029966 = 0. 
Pour former le tableau suivant, il faudrait multiplier par un nombre 
à six décimales; ce qui ne changera pas les coefficients des deux derniers 
termes si ce n'est de quelques unités du onzième ordre décimal; on doit 
donc s'arrêter ici et faire la division jusqu’à la neuvième décimale. On 
trouve 
0,000029966 
6,643 
Donc, la racine avec neuf décimales exactes sera : x —0,853634511. 
En appliquant la même méthode pour déterminer la racine comprise 
entre 4 et 5, on trouve, pour les diverses transformées : 
F, (x) = 25 Æ 8x? -+ 147 — 4 = 0, 
F: (x) = xë + 8,61?  17,32x — 0,872 = 0, 
F; (x) = x° -+ 8,72x° -+ 18,0128% — 0,165376 = 0, 
F, (x) = x5 -+ 8,747x° + 18,170003% — 0,002553751 = 0, 
Fs (x) = 25 + 8,74x° +- 18,17175x — 0,000736662 = 0, 
Fe (x) = x° -++ 8,72? + 18,1724x — 0,000009778 = 0. 


= 0,000004511. 


Elles conduisent successivement aux valeurs 


+= 0,2 
14 
8 
9, 72 =s 0,04. 
17,32 
0,165. 
5 mii 
S aska ELEA A 
18... ; “i 
G 
DT = 0,00004... 
DUO RTS er 
18,17 


La racine a done pour valeur x — 4,249140538. 
Pour déterminer la racine comprise entre — 1 et — 2, on change 
d'abord x en — x dans l'équation, et il vient : 
xš + 4x — 27 — 4 = 0. 
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On forme, comme précédemment, les diverses transformées et lon 
arrive à la valeur x = — 1,102775049. 
92. Méthode dite Regula falsi. Soit F(x)—o une équation qui 
admet une racine x, comprise entre les nombres a, et a:. Posons 
Li, = Mı + lu, Ly = t: + hs. 


On aura 


F (a1) = F (x, — hi) =F (21) — hF” (x) + ti > F” (z) — + 


F (aa) =F (xı — ha) =F (x1) — hF’ (x) + Hy (2) — e 


Mais F (x)= 0, puisque x, est racine; de plus, dans l'hypothèse où 
les limites a, et as sont très rapprochées, k; et ha étant des quantités 
très-petites, on peut écrire 

F (a) = — hF’ (x1), F (a2) = —- hF’ (x1); 
par suite, il vient 
~ F (a) h 


a 


n ~ F (a) hz 
Cette relation -renferme le principe de la méthode qui consiste à 

regarder les résultats comme “proportionnels aux corrections. Plus les 

SE a - 

limites seront resserrées et. plus cette proportion sera exacte. En rem- 


plaçant hı et ha par leurs valeurs, on a 


Fa) x—a. 
F (a) x—a” 


d’où on tire 
PRISE er CSL 
F (a,) — F (a2) F (a) — F (as) 
Soit b cette valeur approchée de xı; on prendra pour nouvel inter- 
valle, soit (a;, b), soit (b, a2), et on appliquera de nouveau la formule. 
Un exemple indiquera la marche à suivre en pratique. Proposons-nous 
de trouver la racine de l'équation 


aš — 4x — 2% 44 = 0 
comprise entre 4 et 5. On aura d’abord, 
G1 == 4; F (a) = — 4, 


t= 4,2. 
a: = 5, F(a)= 19, 


#5 
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En second lieu, 


Gi = 4, F (a) =— 4, 
T= 4,25. 
a: = 4,2, F(a:) = — 0,872, 
En troisième lieu, 
ai = 4,2, F(a) = — 0,872, 
£ = 4,2491. 


as = 4,25, F(a) = 0,015625, 
En quatrième licu, 
a = 4,2491, F (a,i) = — 0,00073667, 
£ = 4,24914052. 
az = 4,25, F (a:)= 0,015625, 


Cest la valeur de la racine avec sept décimales exactes. 
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CHAPITRE IV. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS A PLUSIEURS INCONNUES. 
ÉLIMINATION. 


Va: 
EQUATIONS LINÉAIRES, 


98. Cas général. Considérons d’abord un système de n équations à 
n inconnues 
aux +- bite + us He Elias = pi, 
aux, + beta + Cats + ve lon = pus 
(1) P T TT 0 ne pre 
ani + bats + Cals + ++ + laln = pa. 
Désignons par A le déterminant des coefficients des inconnues, Cest- 
à-dire, 
A = (aibacs .. A 
La résolution du système (1) s'opère très-élégamment par l'application 
des propriétés des mineurs d’un déterminant de l’ordre n. Multiplions 
respectivement les équations par les premiers mineurs A;, Az, <+., À, 
relatifs aux coefficients de x, et ajoutons ensuite membre à membre; il 
viendra > 


(a; A; + TAN + s. -i anA) xı + (bA, -} » + b,A,) Xe + AA 
= pi + pas + +: + prAn. 
La première parenthèse est égale à A, et toutes les autres sont 


nulles. On arrivera à un résultat analogue, en multipliant successive- 
ment par les premiers mineurs correspondant aux coeflicients des 


wWww.rcin.org.pl 


— 177 — 


diverses inconnues, et en ajoutant ensuite toutes les équations. Il vient 
ainsi le système suivant : 


Aini em prA, + paha + «+ 4 pa, 
Ax: = pi Bı + pRa + + + p,B,, 
(2) å. T; = pi T pra + di: T PnCn, 


G Th 2 pit: + is y +. Mb 

Les valeurs des inconnues qui satisfont au système (1) vérifient le 
système (2); or, ce dernier donne immédiatement l'expression d'une 
inconnue sous la forme d'une fraction ayant pour dénominateur A et, 
pour numéraleur, le même déterminant dans lequel les coefficients de 
l'inconnue sont remplacés par les termes tout connus. 

Réciproquement, les valeurs des inconnues qui satisfont au système (2) 
vérifient également le système (1); multiplions, en effet, les équatious (2) 
par @, bi, .…, li, et ajoutons-les membre à membre; on trouve, en 
ordonnant par rapport aux quantités p, 


A (aix: + bix: + s.s + ixn) = pı (mÀ; -+ bB, + LL + hL) 
pins te A 


ati + bite + ee Has = pi; 
c’est la première équation du système (1). On retrouve aussi les autres 
équations de ce système, si on multiplie les égalités (2) par az, bz, ++. ls; 
as, bs, .… ls, ete., et si on les ajoute membre à membre comme on vient 
de le faire. 


94. Cas où le nombre des équations est inférieur à celui des inconnues. 
Considérons, en second lieu, le système 
aiti + bita + eee H lian + pidngs + ee H Engu = 81, 
(3) (ER E bits a Pre Lx, + Aides i FE Aii = > 


c’est-à-dire, 


AnX1 hi hé re + Lu o} Pringi To S Tnlniyu = Sny 
qui renferme n équations et n + u. inconnues. Posons 


A= (aibzcs s. la); 
et 


axı + bixa -H e H lEn = Si — pi Enpi — + ioa Tis 

Qatı if- bx FA Say lita = 8: Then e= ne — Falay p = Ta 

Uni PERTE er Len = ieo — nlng y = Tny 
26 
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En multipliant successivement ces équations, comme on l’a fait dans le 
premier cas, par les premiers mineurs de A correspondant aux coefficients 
des inconnues du premier membre et en ajoutant, on trouve 

A.x, = TiAi -+ TAs -+ DE al TnÂns 
A. LES i ahin yhte 


TPAR = FL 4 Si sal c4 ETH 


Les valeurs de £i, Xs, x, fournies par ces égalités vérifient le 
système donné, quelles que soient les valeurs attribuées aux 1 inconnues 
Lnyiy Eny see) Una Que renferment les quantités T. 

Comme exemple, soient les équations 

ag: + bite + cixs +- dits =$, 
GT + baxı cs CTs + dix, = fa. 
Si on transpose, on peut écrire 
tı + bite = 81 — CTs — dis, 
aX + bite = 82 — C285 — lats; 
celles-ci donnent 
(81 —(CG\ls — dits, ba) (a, Sa — Cols — dix) 
RE RUE Le ENT" T 
ou bien 


(siba) _ (ciba) 22 (dub), 
(abs) (aiba) (ab:) ‘? 
(a182) (sie). (ads) 


(0) (aiba) 1e, (a baio 7 (ab) ar, 


et ces expressions vérifient les équations proposées quelles que soient les 
valeurs de x5, xı. Une résolution analogue sera toujours possible dès 
qu’un déterminant du second ordre formé avec les coefficients des incon- 
nues scra différent de zéro. 

95. Cas où le nombre des équations surpasse celui des inconnues. 
Considérons, en troisième lieu, le système suivant 


a + bita Le Lx, = qu 
Q2T; Fi +i fee ss 


AnTi ERTA PE s 
anti A bagio + + e nn = Gni» 


(4) 
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Il y a ici une équation de trop, et pour que toutes ces égalités soient 
vérifiées en même temps, il faut que les valeurs des inconnues provenant 
de la résolution de n équations du système satisfassent à l'équation 
restante; leur substitution dans cette dernière fournira une relation entre 
les coefficients seulement qui sera précisément la condition de compati- 
bilité du système proposé. 

Posons 

X, = aix, + bix: + ee ia — qu = 5 
Xe = Qa% + baxa T + lin — Er 


EEIE A ENT ionga Eh = 0, 
et désignons par ò le déterminant de l’ordre n- 1 des coefficients y 
compris les termes tout connus. On arrive à la condition précédente 
sans résoudre les équations, en multipliant respectivement par les pre- 
miers mineurs Qi, Qs, .…., Qus, des éléments g, et en ajoutant ensuite 
membre à membre; on obtient ainsi la relation 
qıQı -H qQ: + pre Ea nyi Qapi = 0 
ð ='0. 
Donc, pour qu'un système de n — x équations linéaires à n inconnues 


admette une solution commune, il faut que le déterminant de tous les 
coefficients soit nul. 


ou bien 


Cette fonction à des coefficients se nomme éliminant ou résultant des 
équations proposées. 

En supposant la condition ð =o remplie, remarquons que la multi- 
plication des équations par Qi, Q2, …,, Q,,, fournit l'identité 

QuXi + QX + tee H QuXn + Quint = 0 

d'après laquelle, si n équations du système sont vérifiées par certaines 
valeurs des inconnues, il en sera de même de la dernière. Il suffit done, 
pour déterminer &;, X2, -+y Tny de résoudre ces n équations, comme dans 
le premier cas. 

Enfin, soit le cas général d’un système de ny équations à 
n inconnues, 

ayt + bits Re += qi, 

(5) aats + bax: + a+ lita = fa 


Unzy Xi + byyya Rs né FER up nyy . 
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Toutes ces équations seront compatibles, si les valeurs des inconnues 
déterminées par n d'entre elles vérifient les y équations restantes, La 
substitution de ces valeurs dans celles-ci conduira à y relations entre les 
coefficients. On obtient aussi ces conditions, en ajoutant aux n premiè- 
res égalités, par exemple, successivement chacune des autres de manière 
à former y groupes de n + 1 équations à n inconnues; on égale ensuite 
le déterminant de chacun de ces groupes à zéro. 

Lorsque toutes ces conditions sont satisfaites, les équations de chaque 
groupe donneront lieu à une identité, comme nous venons de le voir. 
En vertu des identités ainsi obtenues, si les n premières équations sont 
vérifiées par certaines valeurs des inconnues, il en sera de même pour 
la (n + 1)fème, (n — 2)iéme, ..., (n  y)fme, Il est donc inutile de s'occuper 
de ces dernières, et il suffit de déterminer x,,%2, ..., x, au moyen des 
n premières équations. 

96. Cas particuliers. Reprenons le premier système d'équations que 
nous avons résolues dans l'hypothèse où A était différent de zéro, et 
posons : 

Xi = aix + bix: + seo —- liln — pi == 0; 
Xa = ta; + bixa + H laan — Pr = O, 


Xn = ans -i br: + se. + lnn — Vs — 0. 


Etudions ce système dans l'hypothèse où le déterminant A des cocfi- 
cients des inconnues est égal à zéro. En multipliant ces égalités par les 
premiers mineurs A;, A2, ..., À, et en ajoutant il vient : 


pA + pas + ++ + pnÂn = 0. 

C'est la condition qui doit être satisfaite pour que les équations 
proposées aient des solutions communes. Dans ce cas, le numérateur de 
l’inconnue x, est nul; il en sera de même des numérateurs de £3, 
Zs, Zn) Car, lorsqu'un déterminant est égal à zéro, les mineurs 
Ai, Aa, +. À, des éléments d’une colonne sont proportionnels aux 
mineurs d’une autre colonne quelconque : on doit done avoir aussi 


piBi — paBs + ce pb, = 0, pili + pile ee + pur = 0, ete. 


D'un autre côté, la multiplication des égalités par Ai, As, .…, An conduit 
à l'identité 


Aik + AX: -!- Le + AsXn = 0 
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et l’une des équations est une conséquence des autres. Le système proposé 
revient done à un système de (n — 1) équations à n inconnues que l’on 
devra résoudre comme au N° 94. On admet, bien entendu, que l’un au 
moins des premiers mineurs ne soit pas nul. Soit 
Ln = (abses .… kni) 
ce mineur différent de zéro; les n — 1 premières équations permettront 
d'exprimer les inconnues S4, Xa, ... Ln en fonction de Xa, et les 
valeurs ainsi obtenues satisferont aux équations, quel que soit £n. 
Comme exemple, considérons les égalités 


ai + bX + eas + dix, = Pis 
Qali + bete + Coxs + dax, = pa, 
asti + bsta + Cats + dits = ps, 
ass bits + cts A data = pa 
dans le cas où 
A = (aib:c:d3) = 0; 
et le premier mineur 


D, -== (aibscs) z O. 


Les trois premières équations peuvent s'écrire 


aux, + bixa + cts = pi — dix, 
aX + bete + Cats = pa — dire. 
Ust =- bzxa + Css = ps — dx. 


Le déterminant des coefficients des inconnues du premier membre 
étant différent de zéro, par hypothèse, on peut résoudre ce système par 
rapport à £1, %2, Xs, et l’on trouve : 

__(pibars) __ (dibacs) 
— (asbacs) (aibacs) 5 
2 (aip205) =I (aid2c5) 
 (aibacs) (asbacs) + 
Ri (ubaps) dz (aibads) 
; tubas) (aibac3) 


Ty. 
Quelle que soit la valeur attribuée à x;, ces expressions doivent 


vérifier les équations proposées. 
Lorsque plusieurs mineurs de l’ordre n — x sont différents de zéro, 
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il est possible de plusieurs manières d'exprimer n — 1 inconnues en 
fonction de l'une d’elles: il faut choisir, dans chaque cas, un groupe de 
n — 1 équations pour lequel le déterminant des coefficients de ces n — 1 
inconnues n’est pas égal à zéro. 

Supposons encore À = o ainsi que tous ses mineurs de l’ordre n — 1, 
mais lun au moins des mineurs de l’ordre n— 2, par exemple, 
(aibirs .… +), différent de zéro. Ajoutons successivement aux n — 2 
premières équations, la (n — 1)" et la nie, pour former deux groupes 
de n — 1 équations dans lesquels le déterminant de n — 1 inconnues est 
égal à zéro ; si le système proposé est compatible, chacun d’eux donnera 
lieu, comme nous venons de le voir, à une identité; par conséquent, 
les n équations proposées constituent un système de n — 2 équations 
distinctes à n inconnues. Il faudra donc résoudre les n — 2 premières 
équations par rapport à £1, £2, … Ena et l’on trouvera, pour ces incon- 
nues, des expressions renfermant x,_, et x, qui restent arbitraires. 

En continuant ainsi, on arrive à cette proposition générale : 

Etant donné un système de n équations à n inconnues, si le détermi- 
nant des coefficients des inconnues est nul ainsi que tous ses mineurs 
de l'ordre n—1,n—2,...n — k -+ 1, tandis qu'un mineur au moins 
de l'ordre n — k est différent de zéro, il existera au moins un groupe de 
n— k équations pour lequel le déterminant des coefficients de n — k 
inconnues ne sera pas égal à zéro; il donnera, pour ces inconnues, des 
expressions renfermant toutes les autres et propres à satisfaire au 
système proposé, quelles que soient les valeurs attribuées à ces dernières. 

97. Equations linéaires homogènes. Soient les équations 


atı + bits + +. + lit = 0, 
o MAN oier 
Anti + bata + seo + laln = 0; 
elles sont homogènes, mais si on les divise par x, et si on prend pour 
inconnues les rapports 


Tn Ln Trn 


elles constituent un système de n équations non homogènes à n — 1 
inconnues ; elles ne peuvent admettre de solutions communes différentes 
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de zéro à moins que le déterminant de tous les coefficients ne soit nul. 
Supposons done 
A = (ubz6s … ln) = 0, 
ou bien, 
aiå + bB + + hL = 0. 


En remplaçant les éléments a, bi, .… par ceux d’une autre ligne 
quelconque, on aura aussi 


aoA; + bB, +- . + hl, = 0, 
asA: + bB: -+ , +- BL: = 0, 


CAN + b,B; +- asie + lL, = 0. 
Il résulte de la comparaison de ces relations avec les équations propo- 
sées, que les quantités 
AB Cités né Li 
sont des solutions du système ; il en sera de même de 
Alr: AB, Ci, «, Ali, 


À étant une constante quelconque. Or, le déterminant A étant nul, les 
premiers mineurs d’une ligne sont proportionnels aux mineurs corres- 
pondants d’une autre ligne. Done, les valeurs des inconnues qui satisfont 
à un système de n équations homogènes sont proportionnelles aux 
premiers mineurs d'une ligne quelconque de leur déterminant. 

Par exemple, pour les équations 


aux + bis + tixs + dix, = 0, 
a81 + b82 + C285 + dixi = 0, 
astı - bsx: + csxs + d:t, = 0, 
ait + bite + Cts + dits = O, 
on aura 
Tı — Le Ts — L4 


(biceds) (aic:d;) n (aib:d;) (aibacs) 
Dans le cas géneral, les n — 1 inconnues x, £a, .…., %n_1, s'exprime- 


ront au moyen de la dernière x, par les formules 
| An B, K, 


Ti =- In, Xe = — Lns s.. Tnu == Tn. 
n 


L, 
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Le système suivant : 


axı + bits He LE a, = 0, 
Atı + boxe PP + (AA = 0, 


AnTV u Ha 1 ei N = 0, 
qui renferme » — 1 équations homogènes à n inconnues suffit pour 
déterminer d'une seule manière les rapports 


Tı Lo Ln 


— — 3} .. 


Tn Ln Tn 


sans aucune condition, On fait rentrer ce système dans le précédent en 
y ajoutant Pidentité 
0.21 F 0.8: + ++. H 0.2, = 0. 

Le déterminant A pour les n équations est alors égal à zéro, ct on peut 
écrire que les inconnues sont proportionnelles aux mineurs qui corres- 
pondent aux éléments zéros de la dernière ligne de A. 

Ainsi, pour les équations 


atı + bit + CiT; = 0, 
MT; + bite -t C2Xs = O, 


il viendra 


£? et: LE Ts 


(bica) (arca) (aba) 


De même, pour le système 


airs + bix: + cix -+ dix, Lexs = 0, 
aX, + bars -+ e285 + dots + €285 = 0, 
asXı — bst: -+ cons + dst, -4 esXs = 0, 
ati -4 bita + Caas + dits + ets = 0, 
on aura 
Tı = AFR AR Ts — T Ts 
(bicsdses) (aicsdses) (absdses) 7 (absses) T (aibsesd, y 


Cette méthode revient à donner, pour dénominateur aux inconnues 
affectées alternativement du signe -+ et —, le déterminant des coefficients 
des autres inconnues, en conservant les lettres dans l’ordre alphabétique. 

Nous insistons sur cette manière d'opérer parce qu’elle est applicable 
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aux équations non homogènes; il suffit, par la pensée, de supposer le 
terme indépendant accompagné d’une inconnue égale à Punité. Par 
exemple, pour résoudre les équations 


aix, + bixa Le, = 0, 
ati -+ bite -+ C3 = 0, 
on écrit : 
æi — 22 1 


(bica) (aic2) + (aiba) ; 
de même, pour les équations à trois inconnues 


axı -+ bite + cix: + di = 0, 
Matı + baxa -l CTs + da = 0, 
asx —- bst: -+ cs%s + ds = 0, 
il viendra 
Tı a Te 2 Ts — I 
(bicas) 3 (aicads) = (ab:d5) a. (aibscs) 

C'est la manière la plus élégante et la plus rapide pour résoudre les 
équations du premier degré. 

Nous venons de voir que les valeurs des inconnues £i, Xy, ..., Ln—ı 
qui satisfont au système (6), quand À = 0, s'expriment en fonction de la 
dernière æ, qui reste arbitraire, unau moins des mineursde l’ordre n — 1 
étant différent de zéro. Lorsque A = o, ainsi que tous les mineurs de 
l’ordre n — 1, tandis qu'un mineur au moins de l’ordre n — 2 n’est pas 
nul, on démontre, comme précédemment, que deux équations sont une 
conséquence des autres ; les valeurs des inconnues £i, £2, ..., Ln SEX- 
priment alors au moyen de x,_, et x, qui restent arbitraires. Dans le cas 
général où À =o ainsi que tous les mineurs jusqu’à ceux de l'ordre 
n — k exclusivement, les équations sont satisfaites par des valeurs des 
inconnues dont k restent arbitraires. 


6 2. 
PROPRIÉTÉS DU RÉSULTANT D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS. 
98. Soient, en premier lieu, les deux équations à une inconnue 


(1) aot" + ax" +... Lan = 0, 
box" + bix-1 p... +H ba = 0. 


la première du degré m et la seconde du degré n. En général, une racine 
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de la première équation ne satisfera pas à la deuxième, pas plus qu’une 
racine de la seconde ne satisfera à la première. Pour qu’il y ait une solu- 
tion commune, une condition doit être remplie par les coefficients; elle 
s'obtient par l'élimination de x; le premier membre de l'équation qui en 
résulte se nomme éliminant ou résultant ; en d’autres termes, le résultant 
des équations proposées est la fonction des coefficients qui, égalée à zéro, 
exprime qu'elles admettent une solution commune. Cette définition 


` 


s'étend d'elle-même à un système de k équations à k — 1 inconnues. 

Désignons respectivement par £i, La, ... Emi Eis Ea, .. Én les racines 
des équations. On aura 

a, = do (x — 11) (x — +). (X — Em), 
F (x) = bo (x — Ex) (x — £s) (x — En). 

Si on substitue les racines č dans f (x), et si on multiplie tous les 
résultats, il vient l'expression 
(2) R= f (E1) FE). / (En) = ag (Er — x1) (Ei — 23) +. (En — Em). 

De mème, en substituant dans F (x) les racines x et en multipliant les 
résultats, on obtient aussi 
(3) Ri = F (ai) F (te)... F (Em) = D (au — Es) (£1 — Ea) co. (am — En). 

Or, si une racine de la seconde équation vérifie la première, un des 
facteurs du produit (2) est égal à zéro et, par suite, R s’annule; récipro- 
quement, si R s'annule, l’un des facteurs doit être égal à zéro et les 
équations auront une racine commune. Le produit R, jouit de la même 
propriété. On peut done prendre Pune des relations (2) ou (3) pour défi- 
nir le résultant en fonction des racines, et dire: 4° L’éliminant est le 
produit des résultats que l'on obtient en substituant dans le premier mem- 
bre d'une équation toutes les racines de Pautre; 2° L'éliminant est le pro- 
duit de toutes les différences que l’on peut former avec les racines des 


deux équations. 
Il est permis de laisser les facteurs a*, b”, car on les suppose différents 


de zéro. Leur présence ne peut être utile que dans le cas où il serait 
nécessaire de considérer-une racine commune infinie. 
Afin d'étudier les propriétés du résultant, rendons d’abord les équa- 
tions homogènes et écrivons-les comme suit : 
f(x, y) = ax” + aa ty + aaa y +... + ay" = 0, 
(4) F(x, y) = box" + bia ty + ban y +, + bay" = 0. 
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En représentant les racines de la première par (a, ya), (X2, ya), + 
(Ems Ym), et celles de la seconde par (Ë,, 1), (E2, 72) «.+ (Eny 7), On aura, 
par définition, pour le résultant, 

(5) R = f (Ein) f(Esn:).… f (Ennn), 
(6) R= F (xiy) F (x2y2).. F (EmYm). 

Chaque facteur du produit (5) est homogène et du premier degré par 
rapport aux coefficients a; comme il renferme n facteurs, R sera une 
fonction homogène du degré n relativement à ces coefficients. La pré- 
sence des racines (i, 1), (2, n2) ete. n”infirme pas cette conclusion parce 
qu'elles ne dépendent que des coefficients b de la seconde équation. Le 
produit (6) montre également que R est une fonction homogène du 
degré m par rapport aux coefficients bo, b1, ete. 

Remplaçons, maintenant, dans les équations (4) y par Ày; on aura 
(7) f(x, ly) = aa” + aiia” 'y + a: tt +, + any" = 0, i 
7} E(x, ly) = box" + bay + Dray +. + by" = 0. 

Nous savons que cette transformation a pour effet de multiplier les 
racines par À; done, les racines des équations (7) seront respectivement 


(Ai, ya), (Axa, ya) -+ (Ems Ym), (A1, N), (Aas na), 4e (AEn 7). 
Par conséquent, le résultant R’ de ces équations aura pour expression 
R’ =F (Am, Ayi) F (Axa, Aya)... F (Afm Ym) 3 
mais F (x, y) étant homogène et du degré n, chaque facteur renferme 2, 
ct comme il y en a m, il vient 
R’ = À" (xyi) F (xey2)... E (EmYm), 


c’est-à-dire, 
R’ = }""R, 


Or, si un terme a,b, de R, où la somme des indices des coefficients 
a et best r et s, devient après la transformation 


a,à"b,À' = a,b,à+", 
il faut que l’on ait: 
r+s—mn, 
en vertu de la relation précédente. 


Done, le résultant de deux équations des degrés m et n est une fonction 
homogène des coefficients de ces équations ; il est du degré n par rapport 


wWww.rcin.org.pl 


— 188 — 


aux coefficients de la première, et du degré m par rapport aux coefficients 
de la seronde; enfin, les coefficients portant un indice égal à la puissance 
de la variable suivant laquelle elles sont ordonnées, la somme des indices 
dans chaque terme est constante et égale au produit des degrés des 
équations. 

Cette somme des indices dans chaque terme s'appelle poids du résultant. 

Admettons que les coefficients des équations (4) soient des fonctions 
d’une nouvelle inconnue t d’un degré égal à leur indice et posons y = 1 : 
nous obtiendrons un système de deux équations non homogènes à deux 
inconnues. Par l'élimination de x, on arrivera à une équation en ¢ du 
degré mn, poids du résultant; elle admettra mn valeurs pour t et, par 
suite, autant de valeurs pour x. Par conséquent, le nombre de solutions 
communes à deux équations non homogènes à deux inconnues est égal, en 
général, au produit des degrés de ces équations. 

99. Afin d’arriver à une loi générale, considérons encore le système de 
trois équations homogènes à trois inconnues 


(8) M(x,y,2)—0, (9) N(x,y,z)=0 (10) P(x, y, z)=0 


des degrés m, n, p. Nous les supposerons ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de z avec des coefficients affectés d’un indice égal à la 
puissance de z dans chaque terme. Les deux premières résolues par rap- 
port à x : z, y : z possèdent mn solutions communes. Soient 


(aiyizi), (£24222) .. (Xmnÿ/mnZmn) 


ces valeurs; en les substituant dans la troisième et en faisant le produit 
des résultats, il vient l'expression 


R—P (x14121) P (x:y222) P (Tanÿmn£mn)s 


qui devra s’annuler, si les trois équations ont une solution commune : 
c’est le résultant de ces équations. Chaque facteur renferme les coeffi- 
cients de P au premier degré et comme il y en a mn, l’éliminant sera 
une fonction homogène du degré mn par rapport aux coefficients de la 
troisième équation. On peut aussi obtenir R en substituant dans (9) 
les mp solutions communes du système (8) et (10), ou encore, en sub- 
stituant dans (8), les np solutions communes du système (9) et (10). 
Il en résulte que l’éliminant sera aussi du degré mp par rapport aux 


wWww.rcin.org.pl 


— 189 — 


coefficients de (9), et du degré np par rapport aux coefficients de (8). 
Enfin, par le changement de z en Àz, les deux premières équations 
transformées auront pour racines communes 


(rs, Ayi, Z1), (Atr2, y2, 22), ete. 
comme on peut le vérifier sur l’exemple suivant : 
x — y5 — 3x2 + 2x2? La — 0, 
En remplaçant z par Àz, il vient 
25 y? — 3 ta + 2x2? —L 525 = 0. 
Substituons, dans le premier membre, 2x, 2y:, 2, à x, y et z; on 
trouve pour résultat 
25 (x3 + y — 3 xf z, + 2x, z? + 25) 
qui est nul en supposant xı, yı, zı racines de l'équation primitive. 
D'après cette remarque, le résultant R’ des équations transformées 
aura pour expression 
R'= P x, Mis àz) P (Axe, lys, Ma) 
ou bien 
R’ = à"? P (xiyazi) P (x24222)... 
c'est-à-dire, 
HR AR, 
Or, un terme a, b,... de R devient par la transformation a,2"b,}*, ., et, 
par suite, on doit avoir la relation 


r+s—H... = mnp: 
la somme des indices des coeflicients dans chaque terme est constante et 
égale au produit des degrès des trois équations. 

Supposons encore que les coefficients des équations proposées soient 
des fonctions d'une nouvelle inconnue t d'un degré égal à leur indice, 
et posons z = 1; on aura un système de trois équations non homogènes 
à trois inconnues. L’élimination de x et de y conduira à une équation 
en t dont le degré sera égal au poids mnp du résultant; on en déduira 
pour t, et, par suite, pour x et y, mnp solutions communes, 

En continuant le même mode de raisonnement, on arrive à ce beau 
théorème général : 

Le résultant de k équations homogènes à k inconnues ou de k équations 
non homogènes à k — 1 inconnues est une fonction homogène des coeffi- 
cients de ces équations : son degré par rapport aux coefficients de chacune 
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d'elles est égal au produit des degrés de toutes les autres; les léquations 
étant ordonnées par rapport à une inconnue avec des coefficients portant 
un indice égal à la puissance correspondante de cette inconnue, la somme 
des indices dans chacun de ses termes est constante et égale au produit des 
degrés de toutes les équations. 
Un système de k équations non homogènes à k inconnues admet, en 
général, un nombre de solutions communes égal au produit de leurs degrés. 
200. Le résultant des équations 
f=0 et F=0 
de même degré m est égal à celui des équations 
Af + eF =o; f+uF=0o 
à part un facteur qui ne dépend que des constantes À, }’, u, u’. En effet, 
on sait que le résultant s'obtient en substituant dans l’une des fonctions 
les racines de l’autre; par suite, en représentant par R (f, F) le résul- 
tant de f et de F, on aura d’abord les relations 
R (f + kF, F) =R (/, F), 
R (f, kf + F)=R (f, F), 
R (kf F, F) = k” R (f, E), 
R (/, f4 KE) = k"R (/, P). 


D’après ces égalités, il vient successivement : 


pR Of + LE, {+ wF) = Ru (Af + pE), À + v'F] 
=R Qu (A/F uP) — u (X fA wF), Nf wE] 
= R [Qw — pl) f Nf- wF] 
= (Aw — pX)" R (f, XS- uE) = p“ (Au! — BA)" (f, F), 
ct par suite, 
R (À+ uE, Xf- ur) = Qu — pl)" R (f, E). 

Donc, si on remplace deux fonetions da degré m à une variable par 
des expressions linéaires de ces fonctions, le résultant reste invariable 
en négligeant un facteur indépendant des coefficients de ces fonctions. 
Cette propriété nous sera utile dans ia suite, 
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$ 3. 
MÉTHODES D'ÉLIMINATION. 


191. Méthode d'Euler. Étant données les équations 


(1) f (2) = ax” 4 aiar! Lan = 0, 

F (x)= box" + bia"! -+ H ba = 0, 
proposons-nous d'éliminer x ou de trouver leur résultant. Si elles 
admettent une racine commune À, les premiers membres sont divisibles 


par x — À,, et les quotients étant du degré m — 1, on aurait une égalité 
de la forme 


f (x) ol Ga om 
Fa) Bot pars. FE 

Dans le cas d’une seule racine commune, la fraction du second mem- 

bre ne peut subir une plus grande simplification, ni devenir indétermi- 

née pour une valeur de x. En chassant les dénominateurs, on obtient la 


relation 


(3) f(x) (Boat + ie + +6) 
— F (x) (cor Lam F... H Ama) = 0 

qui constitue . l'identité d'Euler. Le premier membre est un poly- 
nôme du degré mn—1; en égalant à zéro les coefficients des 
diverses puissances de x, on arrive à un système de m -+n équations 
homogènes par rapport aux coefficients do, &,, ..., (20, Bi, .… qui sont 
aussi au nombre de mn. Si on les divise par æo, on aura un système 
de mn équations à m-} n — 1 inconnues qui seront les rapports 


Zi a PPT re ; š 
—,— , ete. Or, s’il n'existe qu'une seule racine commune, ces rapports 
Zo %o 


ont des valeurs déterminées; par suite, leur déterminant R doit ètre égal 
à zéro, et.l'un au moins de ses premiers mineurs ne sera pas nul. Ce 
déterminant constitue une fonction des coefficients qui, égalée à zéro, 
exprime que l'identité (2) existe, et, par conséquent, que les équations 
proposées ont une racine commune ; c’est donc leur résultant. 
La condition unique 
R=0o 


correspond à une seule racine commune; il ne peut y en avoir d'autre, 
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à moins que tous les mineurs de l’ordre n — 1 de R soient nuls; dans ce 
cas, en cffet, la détermination des rapports des coefficients serait multi- 
ple, et l'identité fondamentale aurait lieu de plusieurs manières. 
Après avoir déterminé les rapports des coefficients, la racine commune 
s'obtient en divisant f(x) par gox"! + on™? -p Lans, 
Supposons, en second lieu, que les équations proposées admettent 
p racines communes et pas davantage. En divisant f (x) et F (x) par le pro- 
duit des facteurs linéaires qui leur correspondent, on trouverait des 
quotients respectivement des dégrés m — p et n — p; dans ce cas, on 
peut écrire 
f(x) ap” P -F he P LE L'on 
F(x) 3 CRE CRE He E Pn- | 
I n'existe plu: de facteur commun aux deux termes de la fraction. Le 
nombre des coefficients « et 6 est m + n— 2p + 2: en divisant par 4-1, 
il en résultera m + n — 2p + 1 rapports des coefficients qui auront des 
valeurs déterminées. D'un autre côté, si on met l'identité précédente 
sous la forme 


fia) (Bri + + A Bai) — E (2) (ap @ 9? eee + am) = 0, 


le premier membre est du degré m + n — p; en égalant les coefficients 
des puissances de x à zéro, on trouve m + n — p + 1 équations homo- 
gènes entre les constantes &_1, &p_», ete, qui doivent être compatibles. 
Si l'on prend, dans le système total, mn — 2p -+ 1 équations pour en 
déduire les valeurs des rapports des coefficients, les p équations restantes 
seront satisfaites par ces valeurs. On arrive ainsi à p relations entre 
les cocflicients qui formeront les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que les équations proposées admettent p solutions communes. 
Comme nous l'avons fait remarquer dans la résolution des équations 
linéaires, on trouve ces conditions en ajoutant à un système de 


m—n— 2p +1 
équations successivement une des p équations restantes, et en égalant le 
déterminant de chacun des p groupes à zéro. 
Enfin, si on divise f(x) par 


Qp- NTP +- … -+ Ami 


il viendra, en égalant le quotient à zéro, une équation du degré p propre 
à donner les racines communes. 
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102. Appliquons la méthode d’Euler à quelques exemples. 
a) Trouver le résultant des équations 


aox? + a£ + a: = 0, 
bax? -= bix -+ be = 0, 


L'identité fondamentale est ici : 


(asx? + aux + aa) (Box + Pi) — (box? + bix + b:) (207 + ai) = 0. 
On égale à zéro les coefficients des puissances de x et on trouve le système 


a Bo — bozo = 0, 
tibo -- aĝi = biz emm Daza == 0, 
aafo -+ af — bado — bias = 0, 


aĝi — bac = ©. 
Le résultant est le déterminant de ces équations; en considérant les 
inconnues dans l’ordre p, Ĝi, Zo, #1, il vient : 
R = do o b, Oo 

ai Go Ds b 

ds ay be bi 

(0) M oO ba 
b) Trouver le résultant des équations 

aox — ax? -+ ar -as =0, box? + bix +b: = 0. 
L'identité d’Euler 
(aox + aix?  asx + as) (Pox + p) 
— (bax? -i bix = ha) (air? L CAL = æa) = 0 


conduit aux équations suivantes: 


aofo -— bot = 0, 
aibo + api — biao — boas = 0, 
abo -+ ais — bzo — biai — bots = 0, 
CAEN |. Obi — bz; — bize = 0, 
asßı — bios = 0, 
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On en déduit 


R—=|@&@ o —b o o 
a ao —b —b o 
a a — b: —b —b 
as a o —b —bı 
C 10 o —h 


c) Résoudre les équations 
3y + 42y + 32? — 9y — 157 = 0, 
y? — 2xy + x? + 2y — 10x = 0. 
Il faut commencer par les ordonner relativement à l’inconnue x. On a 
32° +-(4y — 15)x + 3ÿ° — 9y =o; 
x? — (10 + 27) x + y? + 2y = 0. 
Ce sont des équations du second degré par rapport à x dont les coef- 
ficients ao, &, @s, bo, bi, ba sont respectivement 
3s 4Y — 15 3ÿ°—9y; 
1, —(10+2y), y +2y. 
Par conséquent, d’après l'exemple (a), l'élimination de cette inconnue 
conduit à l'équation 


3» O, I, o = 0; 
4y — 15; 3» —(10+-2y), 1 
39—94; 4y—i5 Y+2y, —(10 +2y) 

0; 3ÿ° — 9ÿ; 0, y? + 2y 


ou bien, en développant, 
4y (y5 + 2y° — gy — 18) — 0. 
La résolution de cette équation donne pour les racines 


VSD NESN EG TE RC 
Afin de calculer les valeurs de x qui leur correspondent, il suffit, dans 
cet exemple, d'éliminer æ? entre les équations proposées; ce qui donne 
équation du premier degré en x 


(3 + 2y)x — 3y = 0. 
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T—=0, Al, V—3, L—6, 
Les équations données admettent done les quatre solutions communes: 


(0,0), (3,1), (—3; +3), (— 2, +6). 
103. Méthode de Sylvester. Soient toujours les deux équations 
f(&)=0, F(æ)=—0o 
des degrés m etn à une inconnue. Multiplions la première successive- 
ment par 
X0, mt, E? 21,074, 
et la seconde par 
do R OT De es ET, 


On obtient ainsi le système d'équations 


feo =, af (e) =o; af (w) =o, s a f (e) —0; 

F) = 0, -4F(e)= 0; 2 P(t)—0, u MR, 
dont le nombre est m + n. S'il existe une racine commune, elle satisfera 
à toutes les équations de ce système. Or, en prenant pour les inconnues 
les diverses puissances de x 

Di Dies NES 

les équations précédentes forment un système de m-n équations 
linéaires à m -+ n — 1 inconnues. Il y a donc une équation de trop, et 
comme elles admettent une solution commune, le déterminant R de tous 
les coefficients des premiers membres sera égal à zéro, ou encore, si on 
prend les valeurs des inconnues tirées des m-n— 1 premières équations 
pour les substituer dans la dernière, on obtiendra une identité. 

Le déterminant R est donc l'éliminant des équations proposées. 
Lorsqu'il s’'annule, il y a une solution commune et une seule, si le déter- 
minant des coefficients des inconnues dans un groupe de m<+n—1 
équations du système est différent de zéro. 

Supposons, en second lieu, que les équations données possèdent p 
racines communes. On forme, dans ce cas, le système suivant : 

f(x)—=0, xf(x)—0, 2f(x)=0, .. ar?f(x) —0; 
F(x)—=0o, xF(x)—=0o, zx'F(x)=0, …, a"PF(x) —0o, 
Toutes ces équations dont le nombre est 


m— p+ikn—p+i= mn — 2p +2 
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sont vérifiées par les racines communes, On prendra, par exemple, les 


mn — 2p +1 


premières équations pour les résoudre relativement aux 


mn — 2p +1 
quantités 


a? grit; grt ss ds amtn-p 


considérées comme inconnues; en substituant les valeurs trouvées dans 
la dernière, il en résultera une identité renfermant xP-1, x?-?, ..., x et 
un terme indépendant; pour que cette relation ait lieu, quelles que 
soient les valeurs de ces quantités, leurs coefficients ainsi que le terme 
indépendant doivent être nuls. On les égalera done à zéro, et l’on 
obtiendra ainsi les p conditions qui doivent être remplies dans le cas 
de p racines communes entre les équations proposées. Nous indiquons 
plus loin la manière commode de former ces conditions ainsi que l’équa- 
tion aux racines communes, 
404. Comme application de cette méthode, nous donnerons les 
exemples suivants : 
d) Trouver le résultant de deux équations de même degré. Soient 
d’abord, 
aox? + aix + a: — 0, 
bix? + bix + b: —o. 


Il faudra multiplier par &° = 1 et x; les équations de Sylvester seront 
donc : 


f(x) = 0.25 4+ ax? + ux + a: = 0, 

æf (x) = ax + ax? + aix + o = 0, 

F (x) = 0.25 + box? + bix -+ b: = 0, 

xF (x) = baxë + bit? + bax -+ o = 0. 
Nous avons donné un coefficient o aux puissances qui manquent dans 
chacune d’elles. Le résultant est le déterminant de ce système; par suile, 


R=] o & & % 
o U A2 o 
o bo bi ba 
bo bh b o 
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Pour deux équations du troisième degré 
aox? + aix? + aax + as = 0, 
box? + bix? + bax + bs = 0, 
il faudrait multiplier par 1, x, x°; la plus haute puissance de x sera x. 
La première équation de Sylvester renfermera deux zéros au commence- 
ment; la seconde un zéro au premier terme et un autre au dernier; la 
troisième deux zéros à la fin. Par conséquent, le résultant sera de la forme 


R—| 0 © Go & &@ as 
O Go Gi Gi s o0 
Go jy e k üs Oo o 
o o b bi b: bs 
[0] bo bi ba b; Oo 
b b, ba b; (0) Oo 
La loi de formation de ces déterminants est évidente, et on peut écrire 
immédiatement le résultant de deux équations quelconques de même 
degré sans former les égalités de Sylvester. 
e) Trouver le résultant des équations 
dot" -+ ax -+ ase? Æ ase + t, = 0, 
bax? — bix + b = 0. 
Il faudra former le système suivant : 
f (£) = ox + ax -Haix + ax? + asw + aa = 0, 
æ f (x) = axë + ais -+ asx? + asx’? -+ aw -H o — 0, 
F (x) = 0.xë — 0.x + 0.x -+ box? + bix -+ b: = 0, 
x F (x) = 0.2 + ox -+ baxt -+ bix? -+ bix + o = 0, 
x? F (x) = 0.25 + boxt -+ bix? -+ bax? +- 0.x + o —0, 
as F (x) = bax’ + bi xt -+ b:x5 + 0.2? -+ 0.x + o =0. 


Par suite, il vient, pour le résultant, 


R = [0] Go &: le As Q4 


bo bi db o oo o 
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Il n'est pas difficile den tirer une règle pour former le résultant de 
deux équations quelconques sans écrire aucune équation intermédiaire. 
f) Résoudre les équations à deux inconnues 


(y—3)x+6—0, 
x? — 9y = 0. 


Par lexpression du résultant de l'exemple (d) pour deux équations du 
second degré, l'élimination de x donne pour résultat : 


o o y—3 6 = 0 
o y—3 6 o 
o I 9 D ‘| 


o 
| 
© 
© 
o 


ou bien, 
y*— 6y* + 9y —4—0, 


qui admet une racine double égale à 1 et une racine simple égale à 4. En 
les substituant dans la première équation, on en déduit : x=3, x——6. 
Les équations proposées possèdent done un couple de racines doubles 
(3, 1) et un couple de racines simples (— 6, 4). 

205. Il nous reste encore à considérer le cas de deux équations qui ont 
un certain nombre de racines communes. Soient, d'abord les équations 


aox’ + a,x? + ax + a; = 0, 
bas + bix? -+ bax + bs = 0. 


Cherchons les conditions pour qu’elles admettent deux solutions com- 
munes, On a : 


M—p=Nn—p—=1; 
il faut done multiplier par 1 et x. On trouve ainsi les équations 


0.x + ag? + as? -+ ax + as = 0, 

; aort -+ aix’ -+ aax? + as% + 0 = 0, 
(s) o.xt + baxt + bix? -+ bar + b; =0, 
boat + bix -+ bax? -+ bsx -+ o — 0, 
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Résolvons les trois premières par rapport à æt, x°, x°. On aura 


x' ee. — a 
do Q ax -+ as O Gi Gt + G5 
a a aty o ao @ 4x +0 
bo bı bax + bs [e] bi bax -= b; 
a g? — I 
O Go Qam- as E P 
dy @ a;%-+ 0 do M Qe 
o b, bæ +b: o b bi 


En substituant dans Ja dernière équation, on trouve 


(bol ao a asi —bi| o a a: |+b:| o 
x \ Gi Ge &; do a? &; do 
bs bi b: o bi bi o 
-+bo| ao ar as |—bi| o a a; |+b:| 0 
& 2 o d 4: 0 ao 
bo bi b; o bi b; o 
c'est-à-dire, en changeant les signes, 
x| o a a a |+| 0 “w 
do Gi Q: ds ao a 
o b bi b o b 
bo bi b: bs bo bı 


a, as |—bs| Oo & 
ti as Gi Qi 
bo b: o b 
y Qs | —0| 0 do Qi 
& O Go M Ga 
ba bs o b bı 
a @; | = 0. 
Q oO 
bi bs 
b o 


Cette dernière relation doit avoir lieu quel que soit x; par conséquent, 
en égalant à zéro les deux déterminants qu’elle renferme, on obtiendra 
les conditions cherchées. Si on compare leurs colonnes avec celles des 
équations (s), on trouve qu’ils sont formés avec les colonnes des coeflicients 
des inconnues x", x5, x? auxquelles on ajoute successivement les colonnes 
des coefficients de x et de x°. 

Quant à l'équation aux racines communes, elle s'obtient, dans ce cas, 
par l’élimination de x? entre les équations proposées. 
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De même, dans le cas général des deux équations 
f(a)=0, F(x)=0o 
ayant p racines communes, après avoir formé le système 
(s') [@)=0, xf(x)=0, x'f(x)—0, .…, af(x)= o0; 
F(x)=0,, aF(x)=0, 2'Elx)=0, .!:, ‘av rF(x)—=0, 
on résoud les m + n — 2p + 1 premières équations par rapport à 


gere, RAPAEL re gr, x? 


pour substituer leurs valeurs dans la dernière comme nous venons de 
l'indiquer, et on arrive également à cette conclusion : 
Les conditions pour que les équations 
f@)=0, F(x)—0o 
des degrés met n admettent p racines communes s’obtiennent en égalant à 
zéro les déterminants formés avec les colonnes des coefficients de 


atia garez, KAAR era gr 


du système (s') auxquelles on ajoute tour à tour les colonnes des 
coefficients de 


"p— yp- 2 sh —5 2 yt 
pieg DEE ES, aiy HT DS 


Afin d'arriver à Péquation aux racines communes, on prend le système 
des m + n — 2p équations 
f=; afa) =o, af (a) =0; 4, feo 
F(x)=0, 2F(x)=0, xF(x)=0, ...„ æ"?-F{x)—0. 
et on élimine les mn — 2p — 1 quantités 
gm tn-p—i à amta KE, 


grt, grt $ 


T 
on trouve ainsi une équation du degré p qui est vérifiée comme les 
précédentes par les racines communes; ce sera l'équation demandée. 
106. Méthode de Bezoul-Cuuchy. La méthode de Sylvester donne, 
pour deux équations du degré m, un résultant représenté par un 
déterminant de l’ordre 2m. La méthode de Bezout que nous allons exposer 
offre cet avantage de fournir pour le résultant un déterminant de l'ordre 
m. Elle a été reprise et modifiée par Cauchy dans la manière d'opérer, 
Considérons d’abord le cas de deux équations de même degré 


f (x) = aa" + aia Es Lam, 
F (x) = box" + big Ho H bm 
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Transportons une partie des termes au second membre comme suit : 
dox Qt ee Er (EE ag EME EE am), 
ba bia EE braga (am De am EE bn); 
le nombre # peut avoir une valeur quelconque depuis 1 jusqu’à m. Si 
on divise membre à membre, on trouve, en supprimant le facteur æ"—"#1, 

CPE et LE 2 mn 2 NL A mL SN me mi 
Domi + Dati EL, TO ba EE ED, 
ou bien, en chassant les dénominateurs, 
(a) (obr — arbo) 2 -+ [(@obryi — boaryi) + (ube — biar)] o"? 


+ [(@obx42 >a botr) -= (aibryi — biaxs) + (azb — baai)] as + R-E 
+ (aribm = ambx_1) = 0, 


Pour abréger, nous représenterons par Azs; le coefficient de æ"-", et 
l’on aura ainsi : 
[C4] Arua"! LE Area"? Eee H Armi + Åk m = 0: 
Posons maintenant, dans l'équation (&’), k = 1, 2, 3, © m; ilen résul- 
tera les m équations 
AD -H Ar 0h Ho H Aim = 0, 
NT le + A: dieu + Ain = 0) 


An D" DR ne es TEEN 


D’après leur origine, elles seront vérifiées par une racine commune 
aux équations proposées. Or, en regardant g™—', #2, .... &°,® comme 
les inconnues, il y a une équation de trop; par suite, le déterminant de 
tous les cocflicients doit être nul, et ve déterminant est le résultant des 
deux équations. On aura done : 


R= Ai Ai: .. Ai,m 


| Azi As … A:,m 


| Ami An,2 ssÅm m 
On conelut encore de ce qui précède, qu’en prenant les m — r 
premières équations pour déterminer les inconnues, et en substituant 
leurs valeurs dans la dernière, on obtiendra une identité. La racine 
commune se déduit du système précédent en cherchant la valeur de x, 
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Représentons par Rm: le déterminant des coefficients des inconnues 
dans les m— 1 premières équations et, par S$,,_,. ce qu’il devient en 
remplaçant les coeflicients de x par les termes indépendants; on aura, 
pour déterminer la racine commune, la relation 
SRmi + Smi = 0. 

Examinons encore le cas où les équations données admettent p racines 
communes. Si on pose, successivement, dans (x), 

k—1,2,3,,m—p+i1 
on trouve les m — p -+ 1 équations 
Az"! + As az? + . + Ain = 0, 
As g"! + Aza" 2 + va? -L Am = 0, 


Am- pp 12"! -1 Åm-ppi, 20? —- . + Am—p41,m = O0 


qui sont vérifiées par les racines communes; en prenant les m — p 
premières équations pour déterminer les m — p inconnues 


(z"") 


AA ENS, ur 
en fonction des autres 771, ..., æ et en substituant leurs valeurs dans la 
dernière, il en résultera une identité; par suite, les coefficients de 
PL ETS E E E D? 
égalés à zéro fourniront les relations qui doivent exister dans l'hypothèse 


de p racines communes entre les équations proposées. Enfin, si on 
élimine dans le système de ces m — p équations les quantités 
gi, au, saug ge gerti, 


on trouvera une équation du degré p propre à fournir les racines 
communes. 

D'après ce que nous avons vu dans la méthode de Sylvester, les p con- 
ditions se déduisent du système (x) en formant des déterminants avec 
les colonnes des coefficients de 


g™- yH g™- a Gh qe 
auxquelles on ajoute successivement la colonne des coefficients de 
AREN a E E 


Lorsque les équations ne sont pas du même degré, on écrit les termes 
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qui manquent avec des coefficients nuls; par exemple, pour n < m, la 
seconde équation prendra la forme 


o. æ" Ho, gt ee H o aH nat bn nya EL, =0o. 


La méthode réussit encore, en se servant de l'équation fondamentale (x) 
et en tenant compte des coefficients nuls. 

207. Dans les applications, il faut prendre, comme point de départ, 
l’équation (x); avec la notation abrégée pour les déterminants, elle est 
de la forme 


(ab) "1 + [(aobr41) + (a1b1)] 2"? -+ [(aobx42) + (abr) 
+ (aabx)] gaos -l + (ax_1bm) = 0, 


En attribuant à k les valeurs 1, 2, 3, .…, il arrivera quelquefois que 
les indices seront les mèmes dans un déterminant, et, dans ce cas, il sera 
égal à zéro; de plus, si, pour une valeur de k, l'indice d’un coefficient 
surpasse ceux des équations données, on regarde le terme correspondant 
comme nul. 

Soit à chercher le résultant des équations 


axt + aix? + ax? -+ ax + a; = 0, 
baxt 4 bix + bx? + bsx + b, = 0. 


Les équations à former seront du troisième degré; on les obtient en 
prenant quatre termes dans l'équation fondamentale et en posant 
k= 1, 2, 3,4; il vient ainsi 

(abi) 2° -+ (aobs) 2? -+ (abs) æ + (abi) = 0, 
(agba) 2 -+ [(uobs) + (a1b:)] 2° -+ [(aubs) + (a16s)] æ + (a:b) = 0, 
(abs) £3 + [(aob:) + (a1b:)] £? + [(aiba) + (aabs)] © + (a201) = 0, 
(abs) £? -+ (aib,) x? -+ (a2bs) x -+ (ah) = o. 


Le résultant est le déterminant de ce système en regardant x, x?, x 
comme des inconnues; donc 


R = | (ab) (abs) (abs) (@obs) 
(aoba) (aobs) -+ (aiba) (aobs) + (aibs) (aibi) 
(abs) (aob) (aibs) (aib) (audi) (asb) 
(ab) (ab) (ab) (ab) 
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En second lieu, cherchons le résultant des équations 
ayt? + at? + a:x + as —0, 
s=) =0. 

La seconde donne : # = À; l’éliminant est le résultat de la substitution 
de cette valeur dans le premier membre de l’autre équation, c’est-à-dire, 
R = aoh’ -H a)? -H aà + äs; 
car, lorsqu'il s’annule, les deux équations ont pour racine commune À. 

Pour appliquer la méthode, il faut écrire 
4,25 + aT? + aat + as = 0, 
0.25 + 0.2? + bas + bs = 0; 
ce qui revient à poser : 
ba = I, b; = — À 


Les équations à considérer auront trois termes; en posant k== 1,2,3 
dans l'équation fondamentale, on trouve 


ab: + abs = 0, 
Qobet? + (aobs + abs) x + aibs = 0, 
abst? + aibs + azbs — asb: = 0. 
D'où on tire, pour l’éliminant 
R=æ| o Qaba obs 4 
aob: aob, + aiba aibs 
aobs aibs abs — sba 
ou, en développant, 
R = a? (— a,b? + a, bib, — a,b b3 + a bi). 


2 


Si on pose b= 1, bs——7), il vient : 
R = a? (do)? + a1)? + a2) + as). 


Comme on suppose ao différent de zéro, on doit laisser ce facteur, et 
on retrouve lexpression précédente pour le résultant des équations 
données. On s'explique la présence du facteur ao dans R, après avoir 
complété la seconde équation; car la valeur ao = 0 correspond à une 
racine commune infinie qui n'existe pas pour les équations données. 
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Soit encore à résoudre par la méthode de Cauchy les équations 


D —(2y+ sc +y + 5y+6—0, à — 4yx + 4y—1 0. 
Les équations à former pour deux équations du second degré 
ax? — aux 4a: =0, box? + bix +b: — 0, 
sont les suivantes : 
(aob) æ + (aob:) =o, (ab:) x -+ (aib) = 0. 


En substituant aux déterminants leurs valeurs calculées sur les équa- 
tions données, elles deviennent 


(5 — ae FG — 5y —7)—0, 
(39° — 5y — 7) x + (— 495 + 26y + 5) — 0. 
Si on égale à zéro leur déterminant, on trouve 
(5 — 2y)(— 4° + 26y + 5) —(3y° — 5y — 7} —0, 
ou bien, 
y* — 10ÿ% + 35ÿ° — 50y + 24 —0. 
On en déduit pour les racines 
y=, Y—=2 Y=3, Y=4. 
Par leur substitution dans la première équation de Cauchy, on trouve, 
pour les valeurs correspondantes de x, 
T3, t=5 M5, g= 7. 
108. Avant de terminer, il ne sera pas inutile de faire connaître la 


forme des équations auxiliaires employées d’abord par Bezout. En vertu 
de la relation fondamentale, on a les égalités 


Ce A H ee HH ara CL en eee aea) omt 
baxt: + b,x*—? -L + bii Fr (boat! + bix? z7 eh) am 
Eu QE LE arpi DM Es Lam 
ban -+ PAPE aR G HE ba . 


En ajoutant terme à terme les deux dernières fractions on trouve 


f(x) 


le rapport F a" sera égal au premier, On a donc la relation 


f(x) mr! ax"! + aix? +. -+ Akı 
F(x) botti bis ee F bri i 
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ou bien 
(aox! + axt- He. Æ ari) F (x) 
— (box*—! + bix EE bri) f(x) = 0. 
Posons successivement 
Fami 2 4) os (MS 
il viendra le système 
aF (x) — bof (x) = 0, 
(aox + a) F (x) — (box + b1) f(x) = 0, 
(ao + ax + a) F (x) — (box? + bix + be) f(x) = o, 
(ax -4 aix" +. + amı) F (x) 
— box" bia LE... + bm) f(x) = 0. 
Ce sont les équations de Bezout; elles sont les mêmes que celles de 
Cauchy, mais sous une autre forme; on s’en assure facilement en rempla- 
cant f(x) et F (x) par leurs valeurs, et en faisant les réductions de termes. 


209. Calcul des racines imaginaires d'une équagion. La détermination 
des racines imaginaires est un problème d'élimination. Soit 


F(z)=0 
une équation du degré m. Posons : 
z=r+yV— 5; 


il viendra 
= y? 
Fe) =F (ay) a)y =r P a) (a) = 0. 
Si on représente par © (x, y) l’ensemble des termes réels et par Y (x, y) 
l'ensemble des termes qui renferment en facteur p/— 1, on aura 
play) +V—14(sy)= 0. 
La résolution de l'équation proposée revient à celle du système 
p(xy)=0, Y(x,y)—0o. 
Par l’une des méthodes précédentes, on éliminera l'inconnue x; il en 
résultera une équation en y telle que 


T (y) =0, 
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dont on déterminera les racines réelles. Soit b une de ces racines; les 
équations 
p(x, b) =o, (x, b)=o0 
devront admettre des racines communes; si x = a est l’une d'elles, la 


quantité a<by/—1 sera une racine imaginaire de l'équation 
proposée. 


Par exemple, proposons-nous de résoudre l'équation 
z — z+ 1 =0. 
On trouve ici 
Q (x, y) = xt + y — Grp? — x + 1 = 0, 
$ (z, y)= y [42 (x"— y’) — 1]=0. 
La seconde équation donne 
=e a 
Or, la première peut s'écrire 
(y? — x°)? — 41°? (y? — x?) — (42t + £ — 1) = 0. 


En remplaçant y? — x? par sa valeur, l'élimination de y se trouve 
effectuée, et l’on a 


6425 — 16x? — 1 = 0. 
Posons : 
gm -s 


4ť 


il viendra 
6—4 4+ 1 =o. 


Cette équation possède une racine réelle comprise entre 2,11 et 2,12, 


Par lapplication d’une méthode d’approximation, on arrive à la valeur 
approchée 


t = 2,11490754. 
On en déduit : 


1 
x = à L= + 0,727136003°- 
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Ea substituant successivement ces valeurs dans l'équation 
en à 
ETR O 
on trouve / 
y = E 0,43001425, y= + 0,93409929- 

L'équation proposée admet donc les quatre racines imaginaires 

suivantes : 
æ = + 0,72713603 ... + 0,43001425 Y — 1, 
x = — 0,72713603 .. + 0,93409929 … TATY 

110. Nous avons exposé quelques méthodes pour éliminer une 
inconnue entre deux équations et résoudre les équations à deux variables. 
Si l’on donne un système de trois équations à trois inconnues, en les 
partageant en deux groupes de deux équations, il sera possible d’éli- 
miner une inconnue dans chaque groupe. On obtient ainsi des équations 
ne renfermant plus que deux inconnues, et, par une nouvelle élimination, 
on arrive finalement à une dernière équation à une seule inconnue d’où 
dépend la résolution du système des équations données, On procède 
ainsi de proche en proche dans le cas d'un système de k équations à 
k inconnues, et, théoriquement du moins, le problème de la résolution 
des équations à un nombre quelconque de variables semble achevé. 
Cependant, il faut se garder de croire que la résolution effective des 
équations à plusieurs inconnues n’entraine d’autres difficultés que celle 
provenant de la longueur des calculs. C'est là un sujet très complexe et 
très délicat que nous ne pouvons développer davantage dans ce cours. 


$ 4 
DISCRIMINANT. 


taa. Étant donnée l'équation du degré m 


[ (2) = aa” 4 ae p o Lan = 0. 
en la rendant homogène, il vient : 
f(x, y) = ua" + ae" y + e + amy" = 0. 
On appelle discriminant du premier membre, l'éliminant des équations 
dérivées 
f” (x,y) =0, f(x, y)=0 
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elles sont du degré m — 1 et renferment toutes deux les coefficients de la 
fonction; le degré du discriminant par rapport à ces coefficients sera done 


m— 1i +m — ıı =2(m— !). 

Nous désignerons par à le discriminant, et nous nous proposons de 
chercher sa valeur pour les équations des quatre premiers degrés. Soit, 
d’abord, l'équation du second degré 

ax’ — 2a:xy + azy? = 0. 

Les équations dérivées étant 

ax -+ ay — 0, ax + ay — 0, 
il vient, pour le discriminant, 


5 


9 = | ao a | —4a,a, — G}. 


a & 
Pour l'équation du troisième degré 
asz + 3a12°y + 30:7y° + asy — 0, 
on trouve, en égalant les deux dérivées à zéro 
ax? +- 2aixy -} ay? = 0, ax? -+ 2axy + asy? = o. 
Par la méthode d'élimination de Cauchy, eten posant y = 1, on arrive 
aux équations 
- 2(a,a, — ai) x + (aoa, — 4,4) = 0, 
(aa; —a,a;)x + 2(aça,; — 03) = 0; 
par suite, le discriminant a pour expression 
D= | 2(a,a, — ai) aa, — aa, | =4 (4,0, —ai)(a,a;—a;) —(aça;—a,a,) 
aa,;— aa, 2(a,a,—ai)l=6a,a,a,a, + 3aia;—aÿja; —4aa; —4asai. 
C'est done une fonction du quatrième degré relativement aux coefficients 
et de poids 6. On peut vérifier que l’on a aussi les relations 
— ag Ò = (20; — 304,4, + aa) — 4 (04 — aa), 
si CE ð= (2 a; — 34,4,4; + aça;) at (as —4,a;). 
Enfin, prenons encore l'équation du quatrième degré sous la forme 
ax +- 4axy -+ 6a:x°y? + 4a:xy5 + ay’ = 0. 
On en déduit pour les équations dérivées 
aX? + 34ix?y -+ 30:04? + ay = 0, 
az? + 3a:x°y + 3a:xy° + ay’ = 0, 


15 
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et, en posant y = 1, 
aox? + 3ax° + 3aax + us = 0, 
aix + 30:x° + 3a5x + a, = 0. 
En éliminant x par la méthode de Cauchy, on trouve les équations 
3 (a,a, Æ: a;)x* Fr (aa; SRE a,a,)x + (aa, TE 4,4;) 0) 
(aga; ga a,a,)x* T CCR Ts T 9 (aa; Le az)]x + (aa, —4,4;)=0 
(aa, — a,4,)x° + (aa, — atz) + (aa, — a;) mt 
Par conséquent, le discriminant aura pour expression 
ò= | 3(aça, —a;) Aoa; — id Oa, — 4,4; 
Al; — Gide Ayl, — 44; +9 (a,a, Fa az) a,a, — Aal; 
aa, — 4,0; a,a, — 0,0; a,a, — ai 
Désignons par ï et j les deux expressions suivantes : 
i = aa, — 44,0; + 343 
j= aa; + a,a; + dj — Aola, — 24,434; ; 
ces deux fonctions se nomment snvariants du premier membre de 
l'équation. Cela étant, si on développe le déterminant qui précède, on 
trouve que l'on peut mettre le discriminant sous la forme 
ò = Ë — 27ÿ. 
412. Considérons maintenant une équation homogène du degré m 
sous la forme 
f (2, y) = ma” + many MD gun + ae + aug 0, 
pour démontrer quelques propriétés générales du discriminant. On a : 
fè (£, y) = aax" + (m — 1) ax ty He any = 0, 
fy (£, yY) = ia -+ (m — 1) aa y + ce + any" = 0. 
Désiguons par (xy) (xay2).. (EmYm) les racines de l'équation, On 
sait que 
f(x, y) = (ay — ya) (Xyz — ya) ve (Gym — Yn), 
avec les relations 
Qo = YYY se Ym, Am —= E Lilas re Loir 
Représentons par R l’éliminant du système s 


[(@,y)=0, falx, y) = 0; 
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je dis que l'on aura la relation 


R = a. 
En effet, d’après une propriété des fonctions homogènes, on peut 
écrire 
(2) mf (x, y) = £ fz (2, y) + y fy (2, y). 
Désignons, pour un moment, par (æf4), (232) .. (Am-m) les 
racines de 
f- (£, y) = 0. 
En les substituant dans l’autre dérivée et en multipliant les résultats, 
nous aurons D ; il vient ainsi : 


Ò = fy (241) fy (232) -+ fy (tm Pme). 
D'un autre côté, afin de former l'éliminant R, substituons les mêmes 


racines dans mf (x, y) et multiplions les résultats; en vertu de (x), on 
aura : 


R = fify (ei) Baf y (2282) se Bai Fy (am1Bm-1)s 
c'est-à-dire, 
R= aod, 


puisque le produit 5,6, ... Bm—ı est égal à as, coefficient du premier terme 
de la dérivée. 

Cette propriété va nous permettre d'exprimer le discriminant au 
moyen des racines. Prenons la dérivée sur le premier membre de 
l'équation décomposé en ses facteurs linéaires. On aura 


La = y(2y2— ya)... (EYm— Yan) -+ Ya y — Y1) -e (EYm— Ym) A 
En y substituant les racines (x171), (x24y2)..., on trouve 
Y(T Y2 — YX) 1 (a iYm — YiTw), 
VACEUT — YX) s. (Ym ou‘ Ym); 


On voit que chaque déterminant du second ordre se présente deux fois 
et en signes contraires; le produit des résultats, qui sera léliminant 
R, se ramène à la forme 


E YY  Yn(LiY2 — YX)? (EVE = YiL)? oas (Emy m — Ym1Xm). 
„En vertu de la propriété démontrée, si on divise par 


yy: t.. sn Go 
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on obtient ĝ; par suite, il vient 
Ò = E (£1Y2 — Y1)? (Eys — YX)? ae. (Emi Ym — Ym1Tm)?, 
et, en remplaçant les y par l'unité, 
à = Æ (xı ee X2)° (x: LT xs) … (Emi =" Lm)'e 

Donc, le discriminant d'une équation est égal au produit des carrés des 
différences des racines. Il en résulte que cette fonction des coefficients 
s’annule toujours dès que deux racines quelconques sont égales. Si l’on 
veut établir la condition pour qu'une équation admette une racine 
double, on cherchera le discriminant du premier membre et on l’égalera 
à zéro. Pour les équations du troisième et du quatrième degré, cette 
condition serait : 

4 (Coas — af) (aia; — a?) — (oa; — aia)? = 0, 
(aoa, — 40,8; -+ 302) — 27 (a? + asa? + a} — aoa:04 — 20:0203) = 0. 

113. Désignons par d et 9’ les discriminants des deux équations du 
degré m i 
f(x,y) =aa"-Hmaa y4 =o, F(x,y) =box”-Hmbia" ty- —0, 
et par R leur résultant; nous allons voir que le discriminant A de 
l'équation 
(6) f(z, y): F(x, y)=0, 

a pour expression 
A = Rd, 

En effet, pour former le produit des carrés des différences des racines 
de l'équation (8), on doit d'abord considérer les carrés des différences 
des racines de f(x, y) —0, ainsi que les carrés des différences des 
racines de F(x, y) —0, et leur produit sera ð’; mais on doit encore 
combiner les racines de f avec celles de F, et l’on sait que le produit des 
carrés de leurs différences est égal à R°. 

Soit encore l'équation composée 


(x, y) 4 kF (x, y) — 0, 
k étant une constante quelconque. Afin d'obtenir son diseriminant, remar- 
quons que ses coefficients sont respectivement ao -+ kbo, ai + kbi, …; 
il suffit done de prendre le discriminant ð, et de remplacer ao, @, .… 
par ces valeurs. Or, Ò est du degré 2(m—1); par suite, le discrimi- 
nant de l’équation composée sera une fonction rationnelle du degré 


LA 
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2(m — 1) par rapport à k. Il existera donc, en général, 2 (m — 1) valeurs 
de k qui annuleront cette fonction et pour lesquelles l'équation composée 
admettra une racine double. 

Appelons A, le discriminant de l'équation précédente, et supposons 
que les fonctions f et F aient une racine commune g. Dans cette hypo- 
thèse, en posant y = 1, on peut écrire 


f (x) kE (x) = (x — a) [ẹ (x) + koi (x). 


Le second membre est un produit dont le discriminant devra renfermer 
le carré du résultant de 


x—a et ọ(x)-+ kọ (x), 


lequel s'obtient en remplaçant x par æ dans le second facteur. Ainsi A, 
devra contenir le carré 


lo (2) + kg’ (2)F. 
Donc, si on forme le discriminant D du discriminant A, considéré comme 
une fonction de k, dans le cas d'une racine commune, on aura D = 0, 
puisque A, renferme le carré d’un facteur du premier degré en k; mais 
on a aussi R = 0; il en résulte que D doit renfermer R en facteur, 
Par exemple, nous avons vu que les équations 

ax? + 2412 + a: —0, box? + 2b,x + b: — 0 

ont pour résultant 
R = 4 (aobs — abo) (abs —- a2b4) — (aobz — azb0)}?. 

L'équation composée étant 

(ao + kbo) x? -+ 2 (as + kbi) x + a: + kb: = 0, 
elle aura pour discriminant 

A, = (as + kba) (az + kba) — (as + kbi) 
= (aa, — ai) +k (aob; +a,b, — 2a,b,) + (boba — bi) k?. 
On en déduit 
D = 4 (apa, — ai) (bab, — b?) — (a,b, + a,b, — 2a,b,). 

En développant, on trouve D =R. 


: S. 
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CHAPITRE V. 


TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. 


214. Nous avons déjà exposé (N° 45) les premiers principes de la 
transformation des équations; ils se rapportent aux cas où l’inconnue 
primitive x est liée à la nouvelle inconnue y par la relation homogra- 
phique 

lzy + mx + ny + p — 0. 

Les formules 

z—y—h, x—y+h, 


g = 


1 
rig w= kys 


qui servent à l'augmentation ou à la diminution, à la multiplication ou 

à la division des racines, rentrent dans l'équation précédente en attri- 

buant aux constantes certaines valeurs. Il en est encore une qui résulte 

de la même relation, lorsqu'on pose m = n = 0; il reste alors 
lxyLp—=o, ou xy—k; 

par suite, si k = 1, il vient la formule 

I 


x = ou y= 


La transformée en y aura pour racines les inverses des racines de la 
proposée. 
Soit l'équation du degré m 


F (x) = Aox™ + Asa + Aag"? LE H Amaat? + Amit + Am = 04 
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En remplaçant x par à , il vient 


I I 1 
As — -H A, — Hi LA, LA, —0o, 
T TE T ar £ 


c'est-à-dire 
Any" + Amay” F Ana + ce LE Ay? H Ay + Ao = 0 : 


c'est l'équation aux inverses. En conservant la même inconnue x, on 
voit qu’elle s’oblient en échangeant les coefficients à égale distance des 
extrêmes. On se sert utilement de cette transformée pour établir les 
conditions d’une ou de plusieurs racines infinies. D’après la relation 
posée, une racine de cette espèce correspond à une racine nulle de la 
transformée. Or, l'équation précédente admet une racine égale à zéro, si 
A = 0, deux si As = 0 ct A; = 0; ainsi de suite. Par conséquent, 
supposer que les coefficients des termes en x”, x"-!, ... dans une équa- 
tion soient nuls, c'est introduire autant de racines infinies dans cette 
équation. 

Après ces transformations élémentaires, il est nécessaire d'étudier 
celles où la nouvelle inconnue y est une fonction rationnelle de plusieurs 
racines de l’équation proposée. Soit 


F(x)— 0 
une équation de degré m ayant pour racines 
Mrs Ma Ls ce Vas 

Posons : 

Y = Q (Ti; Las co Tp). 

La fonction ọ est susceptible de prendre différentes valeurs suivant le 
choix des p racines qu’elle renferme; désignons, pour un moment, par 
Pis Pas». Ọu les valeurs de ọ correspondant à tous les groupes de 
p racines que l’on peut former avec les m racines de F (x). L'équation 
transformée sera 

(y — qu) (y — p3) (y — ps) ++ (Y — Pa) = 0. 

Le premier membre est une fonction symétrique par rapport à ọQ:, 
Ọ2 ... ou Ct aussi par rapport aux racines de l'équation; les cocficients 
de la transformée scront donc des fonctions rationnelles des coefficients 
de la proposée que l’on devra déterminer, dans chaque cas, par les for- 
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mules connues. Nous allons étudier quelques transformations de cette 
espèce sans nous astreindre à suivre toujours la méthode générale, mais 
en indiquant souvent d’autres procédés pour arriver plus facilement au 
but. Le principe d'élimination est souvent très utile dans ces problèmes. 
Nous exposerons ensuite une méthode pour faire disparaitre un certain, 
nombre de termes d’une équation ainsi qu'une transformation spéciale 
pour les équations de dégré pair. 


ç 1. 
EQUATIONS AUX SOMMES DES RACINES DEUX A DEUX. 


115. Considérons d’abord le cas particulier de l'équation du troi- 

sième degré 
x* + ax? +- br -+c = 0 
ayant pour racines %1, Xə, x; que nous supposerons différentes. Si, à 
chaque racine, on ajoute successivement les deux autres, on obtient les 
sommes 
ra ET Ti + Ts, £a- ti, 
Xa Ts Ts Ft £s + t, 
qui sont égales deux à deux. Il en résulte que l'équation aux sommes 
deux à deux des racines sera de la forme 
[y — Gi + 12)]? [y — (ri + 26) [y — (x: + m5) = o. 
En extrayant la racine carrée du premier membre, il vient l'équation 
[y — Gui + 22) [y — (xı -+ xs)] [y — (£2 + 25)] = o 
qui correspond aux trois valeurs différentes de y 
Y= ti F tr Yys = + tz Ys = Le + Ts, 

et qui est celle que l’on doit prendre pour résoudre le problème. 

En développant, il vient 
2e, Ha, H a)yt + [ri Has + ai + 3 (T Hair, + asx,)]y 

— Lula (as -H X2) — dits (£1 xs) — Lots (t2 A x3) — 281 X:f5 = 0. 
Or, on a les relations 

tı + T: 2: = — 4, 
Lio -H Lir + Xa = b, 
DiLls = — C. 
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On en déduit facilement 
chalet fre, aie, bar) = a+ b, 
date (£1 Lara) ais (as 25) -H des (£2 A £3) H 2mixets = € — ab; 


par suite, l'équation aux sommes des racines prises deux à deux sera: 


y5 + 2ay° + (a? + b) y + ab — c — 0. 
Elle s'obtient plus rapidement en observant que 
Li -+ Tı = — Q — Ts; 
et comme F (xs) = 0, les équations 
y= —a—r, F(x)=0o 
ont une racine commune; leur éliminant doit done être égal à zéro. La 
transformée en y s'obtient ainsi en posant : 
X=—a—71 
dans l'équation proposée. 
116. Considérons encore l'équation du quatrième degré privée de 
son second terme 
a pr’ +q +r =o. 
Les racines 1, X2, Xs, Xa prises deux à deux donnent lieu à six sommes 
différentes, et l'équation cherchée devra être du sixième degré; mais, 
d’après la relation 


Lits Has Ham = 0 
La + t= — (£s + x4), 


ces sommes jouissent de la propriété d'être égales deux à deux et de 
signes contraires; par conséquent, la transformée en y ne renfermera 
que les puissances paires de Pinconnue. Afin de la déterminer, écrivons 
les autres relations entre les racines et les coefficients comme suit : 


dite + Ts — (xı + %2) (xs nu x)= P» 
LiTa(s + ts) + Tsx (as + xə) a 


Lila Lys = F. 


ou bien, 


En posant : 
y = ti + s: = — (as a), 


la première et la deuxième relation donneront : 


. 


(a) Lia A LX = pP -H Y’, LX — EsTa = 


n] 
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Or, on a identiquement 
(1X2 + L381)? — (aide — X14)? = 401% 205% ; 
par suite, il vient 
? 
(p + y") PAS 4r, 
c'est-à-dire, 
Y°+-2py H — 4) — g = 0. 

C’est l'équation cherchée. Ampère a fait dépendre la résolution de 

l'équation du quatrième degré de celle qui précède; cette dernière n’est 


que du troisième degré par rapport à y? et elle est plus facile à résoudre. 
En ajoutant et en retranchant les égalités (x), on trouve 


arim = an (y — a) =y Hp + 


amm = — ams (y Has) =y Hp — i- 


On en déduit les deux équations du second degré 
I 
wi — yt =(P +p+f) 


si += (0 +p 5). 


La première donne les racines x,, %2, et la seconde les racines £s, £, 
en fonction de y. 
417. Résolvons aussi la même question pour l'équation complète du 
quatrième degré 
x' + ax -+ bx? Lex + d = 0. 
On a, pour celle-ci, les relations 
(xı Has) + (xs + x)= — a, 
Lila + T3, + (£1 + de) (xs 4 24) = b, 
XiX (£5 Lx) 4 Tsx, (x1 + 2:2) = — 6, 
LiTaTaTs = d. 
Posons : 
Y = l1 Tz, 2 = Lil 
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et, par suite, 
Xs -+ t = —4 — Y, Tt =-=. 
z 


En vertu de ces valeurs, la seconde et la troisième relation deviennent 
d d 
(6) T= yehe h ataye. 


L'équation en y résultera de l'élimination de z entre ces deux égalités. 
Multiplions la première par — y et ajoutons ensuite membre à membre; 
on trouve 


— 2yz — az + ay? + y? = — by — c. 


On en tire 
US des i due Ja a 
2y + a 
En substituant cette valeur dans la première équation (Ē), il vient 
y aÿ + by +c d (2y + a) My à 
2y + a Faye ICHI- 


ou bien, en faisant les réductions, 


y° + 3aÿ° + (30° + 2b) y° + (a + 4ab) y° + (ac + 2a°b + b? — 4d)y° 
+ (a?c -+ ab? — qad) y — («d — abc + è) = 0. 

On vérifie que l'hypothèse a = o fait disparaître les puissances 
impaires de y. 

118. Supposons maintenant que l'équation donnée 

F (x) = 0 

soit du degré m et désignons par £i, £2, .… Em ses racines; si on ajoute 
successivement à chacune d’elles toutes les autres, on trouve m (m — 1) 
sommes égales deux à deux, comme nous l'avons fait remarquer au 
commencement, à propos de l'équation du troisième degré. Si on ne 
considère que les sommes différentes de deux racines, on voit que 


l'équation aux sommes sera du PS nd + Afin de l'obtenir, on 
2 


emploie de préférence le procédé d'élimination. Posons 


Y= Ti + ta 
On en tire 


Li = Y — XL, 


www.rcin.org.pl 


— 220 — 


et l’on aura simultanément 
F(ri)=0o, F(x)—=0, F(y—x:)=o. 
Il s'ensuit que les équations 
(y) F(x)}=0, F(y—x)—0o 
admettent une racine commune et leur éliminant doit être égal à zéro. 
L'équation aux sommes deux à deux est donc celle qui résulte de l’élimi- 
nation de x entre les équations du degré m 


7 z ap ER BEL 
F (x)=o, F(y) —xF/(y) + Res Fy = 


D’après la théorie de l'élimination, leur résultant doit être du degré 


m? par rapport à y, tandis que l'équation cherchée est seulement du degré 
m (m — 1) 


- L’équation finale renfermera donc des solutions étrangères 


qu'il faut écarter. Cette particularité tient à ce que, dans le problème 
proposé, on suppose les racines distinctes; dans ce cas, il y a une racine 
commune entre les équations (7); mais, il en est encore ainsi, dans 
l’hypothèse où les racines x, et xə deviennent égales, ce qui est en 
dehors de la question. 

Pour arriver à une équation débarrassée de solutions étrangères, 
remarquons que la méthode précédente revient à éliminer x: ct x entre 
les équations 

Y =a +, F (2) = y F(x)=0. 
On peut remplacer ce système par le suivant : 
(2) y— tar F(x)—=o, F(x) — F (x:)= 0, 
et le premier membre de la dernière équation est alors divisible par 
æı — xə. Posons identiquement : 
F (x) — F (x2) 


Tı — La 


F (x) — F (x:) = (xı — x2). 


Le système des équations (ð) se partage ainsi en deux autres, savoir : 


y = Xi + 2, F (x)= 0, Ti — X: = 0; 
y =x + t, F(z) = 0, Pey reoi 


Tı — T2 


Le premier correspond aux cas où les racines sont égales; il donnera les 
solutions qui ne conviennent pas; le second, par Pélimination de x, et 
de x2, fournira l'équation demandée. 
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On donne le nom de geminant au terme indépendant de l'inconnue 
dans l'équation aux sommes, pris en valeur absolue; il est égal à plus 
ou moins le produit de toutes les sommes deux à deux des racines. En 
le désignant par G, on aura, par définition, 


G = (x, 22) (21 4 13) (£1 24) -+ (21 F tm) 
(Xe A- 23) (£a 4 £4) -e (X2 + Em) 
(xs + x)... (Xi + Em) 


(Emi F Em). 

Cette expression est une fonction symétrique des racines, et elle doit 
être équivalente à une fonction rationnelle des coefficients de l'équation. 
Elle jouit de la propriété de s'annuler, lorsqu'il y a deux racines égales 
et de signes contraires. Dans cette hypothèse, on doit regarder les 
équations 

F(x)=0, F(—zx)—=o 
comme étant satisfaites en même temps et leur éliminant sera égal à 
zéro. L'expression de G en fonction des coefficients résultera donc de 
l'élimination de x entre ces équations; mais il est possible d'en simpli- 
fier le calcul. Soit 

F (x) = x" + ax + bem LL... +l =o 
l'équation donnée. Pour fixer les idées, nous supposerons m pair; alors, 
par le changement de x en — x, on aura 
F (— x) = x” — ax"! -Ẹ bx”? — -l= 0. 
En ajoutant et en retranchant ces deux équations, on trouve 
x™ + bar- -p = 0, 
amtet ept J ea m 0, 

On arriverait à deux équations analogues, lorsque m est impair; 
l'élimination de x devra se faire entre ces dernières qui sont plus 
simples. 

Par exemple, pour l’équation du troisième degré 


F(x) = r? + axt + bz Lc=o, 


F (— x) = — xë + ax? — bx + c = 0; 
par la soustraction et l'addition de ces équations, il vient 


xt+b=o, ax +c—=o. 


on a 
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On en déduit pour le geminant 
G |x ð 


a cc 


= € — ab. 


De même, pour l'équation du quatrième degré 
F (x) = xt + ax + bx? Lex +d = 0, 
les équations à former seraient : 
x' -+ br? -+d=0, a + c= 0; 
l'élimination de x? conduit à l'expression 
G = c? — abc + a*d 


pour le geminant de cette équation. 


$ 2. 


ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES ET AUX CARRÉS DES DIFFÉRENCES DES RACINES 
PRISES DEUX A DEUX. 


119. Si, de chaque racine d'une équation du degré m 
F (&)= 0; 
on retranche toutes les autres, on obtient m (m — 1) différences de deux 
racines. La transformée aux différences sera donc du degré m (m — 1) et 
ne renfermera que les puissances paires de l’inconnue; car, à une diffé- 
rence telle que xı — x2, en correspond une autre x: — x, égale et de 
signe contraire. Posons 
y = Li — Li; 
on aura : £, = y -+ 22, et, d'après les relations 
F(æ)=0, F(x)—=F(y-+x:)=0, 
les équations 
F(x)=0, F(y+x)=0o 
sont satisfaites en même temps; l'inconnue y doit donc annuler l’éliminant 


de ce système. Il en résulte que la transformée en y s’obtiendra par 
l'élimination de x entre les équations 


F= o, F(x)+y Pa) + Po. 
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En vertu de la première, la seconde se réduit à 
F'(x) + y 


“ Considérons, par exemple, aias complète du troisième degré 
F (x) = 25 + ax? + bx +e = 0. 


La seconde équation à former est : 


(32° + zaz +b) +2 (6x + 20) + y'= 0, 


—0, 


ou bien, 
(2) 32° + (3y + 2a) £ +b + ay + y" = 0- 

Avant d'opérer l'élimination, on peut rabaisser l'équation proposée au 
second degré comme nous allons l'indiquer. Multiplions la dernière 
égalité par x et F(x) par 3; il viendra 

32% + (3y + 2a) x° + (b + ay + y'x —0, 
325 3ax? -+ 3bx 3e = 0. 

Ea retranchant membre à membre, on trouve 
(6) (3y — a)x? + (y? + ay — 2b)x — 30 = 0. 

Si on forme le déterminant de Cauchy pour les équations (x) et (8), on 
arrive à la transformée suivante : 


ÿ°— 2 (a? — 3b)y' + (a — 3b)y° 
Le (ab — 9c)* si — 3b) (b? — 3ac) = 0. 


Pour l'équation incomplète 
x+ pr +g =o, 
elle se réduit à 
Y° + 6py° + 9p°y* + 4p° + 270 = 0. 
Dans le cas de l'équation du quatrième degré 
F (x) = x' + ax + bz? + ex + d = 0, 
l'équation 
’ 1! y "11 sy = 
F(a) +2 O E DENA hi otri" (x) = 0 
est de la forme 


(2') 475 + (3a + 6y) x? +-(2b + 3ay + 44°) c-e + by Hay + y5 — 0. 
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Multiplions cette égalité par x et la proposée par 4; il viendra 
42° + (3a + 6y) 25 + (2b + 3ay + 44°) 2° + (c + by + ay + y") s = 0, 
au! + qax + 4bx? + 40x + 4d = 0. 
Par la soustraction, on trouve 
(8) (Gy— ajet (4y + 3ay — 2b) 2° + (y +ay* +by— 30) z—4d=—0. 
Si on égale à zéro le déterminant de Cauchy pour les deux équations 
du troisième degré («') et (£’), on arrive à une équation du 12° degré 
en y; ce sera l'équation aux différences des racines de la proposée. 
En posant 
pin 
dans les équations que l’on obtient par cette méthode, les transformées 
en u seront les équations aux carrés des différences des racines; leur 
degré est représenté par 
mm — i) 
ETAT | L 
car les différences égales et de signes contraires telles que x; — £s, 
X — +, ne donnent lieu qu’à un seul carré (x: — x:}°. 
420. Il existe une autre méthode indiquée par Lagrange pour former 
l'équation aux carrés des différences. Soit 


am ax”! -+ bx"? LE  Lr=o 
l'équation donnée ayant pour racines £i, Xe, ... Xm, Ct 
y” + Ay”! -4 Bye EL... LR=o 
Péquation cherchée, On sait que 
m(m— 1), 
PTE 
il faut calculer les coefficients A, B, C... Posons 
Sp =a? at + j ah 
Sp = (£1 — T)? + (ai — 5)" Hes 
c'est-à-dire que les quantités S et s représenteront les sommes des puis- 
sances semblables des racines des deux équations. Afin d'arriver à une 
relation entre elles, considérons l'identité 
(£ — x)? + (x — x2) + + (x — im)?” = MAP — 2pS,x?P! 


Ai Ao ee 1) z 


Sax??? p eee 
1.2 


Www.rcin.org.pl 


— 2925 — 


Remplacons x successivement par chaque racine x, 2... Lm, et faisons 
la somme des résultats correspondants. Si on remarque que, dans les 
premiers membres, une même différence va se répéter, on aura 


$ = mS2p Hes 2PS1S2p—1 ci P = POP Sep_e -H 


Il est visible que les termes à égale distance des extrêmes au second 
membre sont égaux; en les réunissant et en divisant par 2, il vient 


) 1 2p(2p—1).. Png, 


8p=MS2p— 2pS, St PO ss, et. +z TT 


Posons successivement : p = 1, 2, 3, ...; On aura 
s, = mS, — S$, 
Se ms, — 48,8, + 38%, 
s, = MS, — 68,5, + 158,8, — 1082, 
Ces relations permettent de calculer 841, 82,85, ..., puisque Si, S2, Ss, …, 
se déterminent au moyen des cocfficients de l'équation proposée (N° 48). 
Enfin, connaissant $;, $2, 85, ..…, on en déduit, par les formules connues, 


les coefficients A, B, C, ... de l'équation. 
Dans le cas de l'équation du troisième degré 


x + ax? Hbx + e—=0, 


on a: 

Sı = — a, 

S: = a? — 2b, 

S; = — a° + 3ab — 3c, 

S, = a" — 4a°b + 4ac + 2b*, 

Ss = — aë + 5a%b — sac — 5ab° + sbe, 

Se = a — 6a*b +- Gaÿc + ga?b? — 12abc — 2b5 + 3c°; 
ensuite, 


81 = 20° — 6b, 
82 = 20° — 120°b + 18b°, 
s“ = 208 — 18a'b — 12a5e + 57a*b? + 54abe — 66b° — Brc* ; 


A =— 2 (a° — 3b), 
B = a' — 6a*b + 9b?, 
C = qac — ab? — 18abe + 4b5 + 270°. 
16 
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Le dernier terme de l'équation aux carrés des différences représente le 
produit des carrés de toutes les différences des racines; d’après une 
propriété démontrée, c’est le discriminant de l'équation. Lorsque celle-ci 
admet une racine double x, = x+, ce dernier terme sera nul; dans le cas 
de deux racines doubles x, = £2, Xs = X4, les différences Lı — Xa, Ts — T4 
ont pour valeur zéro; il en résulte que les coeflicients des deux derniers 
termes de l'équation aux carrés des différences seront nuls, car elle doit 
avoir deux racines égales à zéro ; enfin, pour une racine triple t1 =8:=28s, 
les différences xı — £e, di — Ez, Xe — Xs étant nulles, les coefficients 
des trois derniers termes de la même équation seront égaux à zéro. 
On voit done l'importance de l'équation aux carrés des différences pour 
résoudre diverses questions relativement aux racines; malheureusement 
sa formation est très pénible; aussi est-elle peu employée; on préfère se 
servir d’autres méthodes plus simples pour résoudre les mêmes questions. 


6 5. 


EqQuarTions AUX PRODUITS ET AUX QUOTIENTS DEUX A DEUX DES RACINES. 


121. Considérons d'abord l'équation du troisième degré 


x3 + ax? + bx Le = o. 
Avec les racines X1, £2, x5 on peut former les trois produits xx, 
Zils, xs. Cherchons l'équation qui doit avoir ces produits pour 
racines. Posons : 


y = Titre 
A cause de la relation 
Lill; = — C, 
on aura 
tsy = — C; 


par conséquent, en remplaçant x; par x, la formule de transformation 
sera 
c 
r=—-. 
y 
La substitution de cette valeur dans la proposée donne pour l'équation 
aux produits 


y5 — by? + acy — = 0. 


Www.rcin.org.pl 


Eu NT. 


Soit, encore, l'équation du quatrième degré 
xt + ax5 + bx? -+ cx + d = 0. 
Il y aura six produits deux à deux et la transformée sera du sixième 
degré. Posons : 
Y = Lite, Z= t He. 

On aura 
d 
LXi y" £s + xı = — (a + 2), 


Avec ces valeurs, les relations suivantes entre les coefficients et les 
racines 


XiX A- Xs, -+ (xı + x2) (£5 + x4) =b 


Tilo (£s + x4) + t:r, (x -< £a) = — € 
deviennent 


Ha (a+ 2) =, 
d 
=a | id à vos 6, 


L'élimination de z entre ces égalités fournira la transformée en y 
La dernière donne 


En substituant cette valeur dans l’autre, il vient pour l'équation aux 
produits 


yë — by +(ac—d) y'— (a°d -- 2bd+ ct }y5 + (ac — d) dy? — bd’y + d5 —0 
Elle peut se ramener à la forme 


e CE Es 2%) 
ot) 


Enfin, supposons que l’équation donnée 


F(æ)=0 
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m(m — 1 ; 
soit du drgré m. On peut former nany produits deux à deux et ce 


nombre indique le degré de la transformée. Afin de la déterminer, consi- 
dérons l'identité 
(ax) + (xx) LE (rm) = aSk. 

Désignons par $ la somme des A” puissances des racines de l’équa- 
tion cherchée; en remplaçant x successivement par £i, Ze, Ls s.. Em et en 
additionnant tous les résnltats, on aura 

Sax + 28 = S}; 
d’où 


Si on pose : k = 1, 2, 3, ..., on trouve 
S? — 5: FE St — Se 
= , i 
2 


8 = 1—3) Sa 


2 2 


Connaissant les sommes s, on cn déduit (N° 48) pour les coefficients de 


la transformée 


A =— 8, =: (s =s} c= (sitas — 2s) elc. 


2 
122. Equation aux quotients. — Soit, d’abord, l'équation du troi- 
sième degré 


x + px + q = 0. 


Si on divise chaque racine par les deux autres, on obtient six quotients. 


» : Tı 
Il faut remarquer qu’à un quotient tel que — ; en correspond un autre 
Le 


T2. : 
— inverse du premicr. En posant 
Tı 


il viendra, 


A cause des relations 


zs = — (xs + 13), ANAL A 
T; 
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on trouve 
> = 29 Pas —q 
q q 
Si on remplace x; par x, on arrive à la formule suivante : 
RL À 
mem > 
q 
d’où on tire 
q+», 
P 


La substitution de cette valeur dans Péquation proposée donne 
L 5 2p5 
syth +E) + I = 0; 
Enfin, en posant : 
I 
z =y a , 
on trouve, pour Péquation aux quotients, 


` 5 6 2 5 2 5 60° 
phot EEE arts Din aA ay PE 


Considérons le cas général d’une équation du degré m 
F (c) =i: 


En divisant chaque racine par toutes les autres, on forme m (m — 1) 
quotients deux à deux; ce nombre sera le degré de la transformée. Pour 
la déterminer, écrivons l'identité 


Ouka Ois 


Si on remplace x successivement par ®ı, Xe, ..., Sm Ct si on fait la 
somme des résultats, on trouve 


m + Sk = Sr. Sr, 


sx désigne la somme des kïé" puissances des racines de la transformée. 
On en tire X 


Sk = Sk . S_x — m. 


En posant k= 1, 2, 3, ete. on aura les valeurs sı, 52, Ss, ete. qui 
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permettront de calculer les coefficients A, B, C, ..., de la transformée 
aux quotients. 

123. Équalions aux sommes et aux différences des produits deux à 
deux des racines de l'équation du quatrième degré. Soit l'équation 


a+ pat + qu re 0 
ayant pour racines Ti, £2, 2s, V4, En faisant la somme des produits deux 
à deux, on trouve seulement les trois valeurs différentes 


Tia Dsli, Lits Didi, Lits + des, 
et la transformée sera du troisième degré. Posons 
z = Lits + TT. 
Nous avons trouvé précédemment (N° 416) 
z= Lite + Lst, = py? où y= x 4 r. 


On en tire 
y’ =z — p. 


En substituant cette valeur dans l'équation aux sommes 
papy p SANE = 0, 
on trouve, pour la transformée en z, 
zš — pz? — 4rz -+ 4pr — 0° = 0. 
Dans le cas de l'équation complète 
xt -+ axs + bx? + cx + d = 0, 
il faut prendre l'équation aux produits (N° 121) dans laquelle y = x12. 
On aura 


d d 
i a AS à 


Par la substitution de cette valeur, on trouve 
25 — bz? + (ac — 4d) z — (a°d — 4bd + c?) = 0. 


En second lieu, cherchons la transformée ayant pour racines les diffé- 
rences des produits deux à deux. Il y a six valeurs à considérer, savoir : 


Lila — Las Lis — Lolo, Lily — Los 
Tla — Lila, Lala — Las, Las — Lis ; 


elles sont égales et de signes contraires deux à deux ; par conséquent, la 
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transformée sera du sixième degré ct ne renfermera que les puissances 
paires de l’inconnue. Posons 
u = TiLa — TTi. 
Nous avons vu (N° 416), qu'avec la valeur y—xi+-x:, on a la 
relation 


PS niet 


y 


on en tire 


En substituant cette valeur dans l'équation aux sommes deux à deux 
des racines, il vient la transformée en u 
uë — (p? — 4r) ut — 2p u — q' = 0. 
Il faut résoudre la même question pour Péquation complète 
x + ax? + br? cx + d = 0. 
D'après le numéro 121, si on pose y = x1x2, ON a 
d 
u = Lilo — Ll, = Y — -5 
ÿ 
on en tire, 
y? — uy — d = 0. 


On arrivera donc à l’équation en v en éliminant y entre cette relation 
et l'équation aux produits (N° 121); mais il est préférable de suivre la 
méthode suivante. En posant z = x, + x:, nous avons trouvé les équa- 
tions (N° 121) 


y + (a+ t, 


y {a+ a+ irme. 
D’après la définition de «, on a 
pion. up À 


y 
En substituant cette valeur dans les équations précédentes, on obtient 


2y — u — z (a -4 z) =b, ay+ zu =c. 
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Cette dernière donne 


par suite, l’autre devient 
= a 2 
dy le -a (=) eLa, 


u u?’ 
c'est-à-dire, 
a — y (2ac + au + 2u?) + (e + acu + bu? + u5) = 0. 
Le problème revient ainsi à éliminer y entre cette équation et la 


suivante : 
y? — uy — d = 0. 


On trouve, par l’éliminant de Cauchy, 
uë + (2ac —b?+4d)ut + (ae? — 2a°bd + Bad — 2bc?)u° — (ad — c?) = 0. 
124. Equation aux carrés des racines. Etant donnée l'équation 
am ax HE pat + dam -+ -+r =o 
ayant pour racines Zi, Xz, +, Lm, proposons-nous d'en former une autre 


qui ait pour racines 
wr ME aus CE 


On a 
(a) am -+ Qu -p e j r = (æ — x1) (X — X2) e (X — Em). 

Par le changement de x en — x, l’équation 

F (— x) = x™ — qu LE pm — ça + .. = 0 
admettra pour racines — Liy — Eaz ses — Lm, Et nous aurons aussi 
(a) a — ax" -H ban- — cx" (aa) -H xs) (x rs). (aan). 
Si on multiplie les égalités (x) et (x), il vient 
(am Dames EE dm (at ces -4 eg" LL e)? 
= (x? — x?) (x? — x3) (x? — x?) .… (x? — x). 
Par conséquent, en développant et en posant 
a —=y 
il viendra pour l’équation aux carrés des racines 
y” — (a? — 2b) y 
++ (b? — 2ac + 2d) pa — (È — 2bd + 2ae — 2f) y5 +... —o, 
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La composition de cette équation est facile à retenir. Le coefficient du 
second terme est égal au carré du coefficient du second terme de l’équa- 
tion moins le double produit des coeflicients des termes adjacents; le 
coefficient du troisième terme renferme le carré du coefficient du 
troisième terme de l'équation moins le double produit des coefficients 
des termes adjacents, plus le double produit des deux autres coefficients 
à égale distance du troisième ; ainsi de suite; de plus, les signes + et — 
alternent. Ainsi, pour les équations 

x? + az + b—0, 
x5 — ax? + bx -+ ce = 0, 
x’ -+ ax + bx? -+ cs -+ d = 0, 
les transformées aux carrés des racines seront : 
y? — (a? — 2b) y -+ b? = 0, 
y5 — (a? — 2b) y? + (b? — 2ac) y + cè = 0, 
EN o je 5 + | +R PUR er, KE 
y (a 2b) y5 -+ (b? — 2ac + 2d) y (c 2bd) y + d? = o. 


S4 
DISPARITION DE PLUSIEURS TERMES D'UNE ÉQUATION. 
125. Considérons léquation du degré m 


F (2) = A,x" + Aia” + . -H Am = 0, 


x =y +t, 
y étant une nouvelle inconnue et { une quantité indéterminée, L’équa- 
tion transformée sera de la forme 


PHYP (OL (D + e + pe (D = 0, 


t 


et posons 


ou bien 
AT 
m 


TITAS iT en F-D (1) + ee HF (1) = 0. 


Si l’on veut ne nu. le rime terme dans cette transformée, il 
faut déterminer t de manière à satisfaire à l'équation 


Fn-r+1) (t) = 0 


qui est du degré r — 1 par rapport à t; par conséquent, il est possible, 
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en général, de faire disparaître le r®™ terme d'une équation de r — 1 
manières différentes. 
Le cas le plus intéressant et le plus utile à signaler est celui de la dis- 
parition du second terme. L’équation de condition est alors 
F- ()—o, ou mAol + A, = 0. 
On en déduit 


La transformation précédente revient à diminuer les racines de la 
quantité t; par suite, cette valeur établit la règle suivante : pour faire 
disparaître le second terme d'une équation du degré m, il faut diminuer 
les racines du quotient, changé dé signe, du coefficient du second terme 
par m fois le coefficient du premier. 

Il n’y a pas lieu de chercher à faire disparaître le dernier terme; car 
l'équation 

F) =o 
est précisément la proposée où x est remplacé par t. Cette transformation 
reviendrait à résoudre l'équation donnée. 

Lorsqu'on fait disparaître le second terme, la transformée prend une 
forme élégante en écrivant l'équation avec les coefficients du binôme 
comme suit : 


m(m — 
F (x) = ax” -+ max"! + — 5 Eu, am? p e am = O. 
La condition précédente devient : 
doi + a, = 0, 
d’où 
= Qi 
T Lo 
La formule de transformation est done 
= 
L—y—— 
y a 
et, en remplaçant les dérivées par leurs valeurs, l’équation en y est de 
la forme 
m(m— 1) 1 ie 03 -iim 1)(m—2)1, ,; k 
—— — (ai me L. — M (247 — 3 aa, a m-5 
a a a, — a ota) Y +1 .2:3 al 1 3454 aH 4a,)y 


— I) (m — 2) (m — I 
js e z (304 —6a paa, + 4030,05 — aqua, y" + l = 
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En particulier, l'équation du troisième degré 
ax? + 34 12° + 3a:x + as = 0 
peut se ramener à la forme 


EIo; 


dans laquelle 
p= a (ue, — a) q= z (2aÿ — 3a,a,a, + aa,). 
De même, l’équation du quatrième degré 
uox’ + qax? + bax? — qasx + a, = 0 
est susceptible de se réduire à 


y +py + qu +r =o, 


ou 


6 
Ms (aça, — ai), 4 = 4 (245 — 3000,0, + aia;), 
0 


I 
4 2 2 3 

— (3a; — 60043 + 4050,0, — aa). 

0 


r = — 


a 


Les fonctions des coefficients qui entrent dans la transformée se nom- 
ment quelquefois variants quadratique, cubique, biquadratique, ete. de 
l'équation proposée. 

426. Disparition de plusieurs termes. Soit l'équation du degré m 


F (x) = x” + aa” ~ bem -+ -+r =o. 


Posons : 


y = ao + ax — aax? Ho -H ana", 
où y désigne la nouvelle inconnue, &o, «4 ..., des coefficients indéter- 
minés et n un nombre inférieur à m, Cette dernière relation peut 
s'écrire 
AnI" F- Anit"! H e H aa H ao — y = 0. 

Si on élimine x entre les deux équations, on arrive à une transformée 
en y qui sera du degré m comme la proposée, et dans laquelle les 
cocflicients des diverses puissances de y renfermeront les indéterminées 
doy 1 + &n5 ON pourra donc disposer de celles-ci pour faire disparaître 
un certain nombre de termes de l'équation. 
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L'élimination peut s’opérer ici très élégamment par les fonctions 
symétriques. L’équation proposée donne 


QU = — ag"! pan se — r, 


En multipliant par x et en remplaçant x™ au second membre par sa 
valeur, on exprimera "t! au moyen des puissances x"—!, x", ete. Il 
est évident qu’en continuant la multiplication par x, toutes les puissances 
amta, æ"+5, ete. pourront s'exprimer de la même manière. Cela étant, 
élevons la fonction y aux puissances 1, 2, 3, ..…, m et rabaissons les puis- 
sances de x au-dessous de m; il viendra les équations 

y =t + x + ++ + an, 
y? = Bo + Bit + eee + pan, 
Count CON Le En e a Eye 
y" = 2o -H Aix — s. + I PT aA 

Les coefficients B sont des expressions du seeond degré par rapport 
à dgs Xi, … ; les coefficients y, du troisième degré ete. ; enfin les coefficients 
À seront du degré m relativement aux mêmes quantités. Désignons 
par Sọ, Si, S2, ..., les sommes des puissances semblables des racines 
de F (x); par So, S1, S2, .…, les sommes analogues pour la transformée. 
En substituant successivement toutes les racines de la proposée, ces équa- 
tions conduisent aux suivantes : 


sı = Mao + Sı + aSa + Des + anSn 
82 — mo + ES + BaS2 + + + Baci Snas 


U S e E F SO T 0 T a EN Me N 


Sm = mio ga À:S: + 2aSa + ni 4- p E Saat 

Connaissant Sı, S2, Ss, ..., on en déduira $:, S2, 85, ..., ainsi que les 
divers coefficients de la transformée (N° 48). Si on représente cette 
transformée par 

y" = Paya — T a — ... P, = 0; 

on sait qu’un coefficient P; est une fonction de Si, Se, Ss; s., Si; par 
conséquent, si l’on veut faire disparaitre n termes en suivant le premier, 
on devra poser 


s= 0; 8—0) o n=O 


Ces équations sont respectivement des degrés 1, 2, 3,..., n, par rapport 
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à do, Ai, .…; en posant Z, = 1, elles forment un système de n équations 
à n inconnues savoir : 
PT ET PORC ET 
Par l'élimination de n — 1 de ces quantités, on arrivera à une équa- 
tion du degré 
NE DE | 
pour déterminer la dernière. Cette méthode est surtout utile et intéres- 
sante pour ramener les équations du troisième, du quatrième et du cin- 
quième degré à d’autres plus simples et plus faciles à résoudre, Nous en 
donnerons quelques exemples. 
427. Appliquons cette méthode à l’équation du troisième degré 
x5 -+ ax? +- bx +- c = 0, 
pour la ramener à la forme 
y+ k= o0. 
On doit poser 
Y = Go + ax + a’. 
En élevant au carré et au cube, il viendra des équations de la forme 
y = do -Hait + ax, 
y? = Po + Bir + Pas’, 
JEE E yn 
après avoir rabaissé les puissances x*, x*, ..., au-dessous de la troisième. 
Celles-ci conduisent ensuite aux relations 
81 = 32o ++ 4S1 + 2S2, 
Sa — 3ßo —- BiS4 BaSe, 
83 = 3yo + yiS4 +- 7282, 
qui permettent de calculer les valeurs de 81, S2, 85; par suite, on aura 
pour la transformée (N° 48) 


y — sy +(e? =s) — Ra ol 


I.2 
Le second et le troisième terme disparaissent avec les conditions 
s1 = 0, S2=0. 


Or, sı est du premier degré, sə du second degré par rapport à &,, 4, 
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ag. Posons : «a = 1, et portons la valeur de &, tirée de la première dans 
la seconde; il en résultera une équation du second degré en gı. Donc, 
l'équation cubique complète peut toujours se ramener à la forme 


y"+k=o 
en résolvant une équation du second degré. 
228. Il ne sera pas inutile de traiter la même question par un autre 
procédé d'élimination. Soit 


y = LT? + vx + w, 
v et w étant des constantes indéterminées. Si on désigne par u la diffé- 
rence w — y, on aura 


(a) x? + vx + u —0. 

L'équation proposée étant 

a5 + ax? + br Lce—o, 
on simplifie l'élimination de x de la manière suivante. La relation (x) 
multipliée par æ donne 
x? = — va? — ux; 

en substituant cette valeur, l'équation du troisième degré se réduit à 
(6) (a — v)x + (b — u)jx + c = 0. 

La transformée en w résultera de l'élimination de x entre (x) et (8). 
L'éliminant de Cauchy donne 


[(b — u) — v (a — v)] [cv — (b — u) u] — [c — u (a — v)]}? = o, 
ou bien, 
uš — [a (v — a) + 2b] u? -+ [b (v? — av + b) + e (3v — 2a)] 
— c (v — av’ + bv — c) = 0. 


Désignons par ọ (u) le premier membre de cette équation. On 
obtiendra la transformée en y en remplaçant u par w — y; il vient ainsi 


p(w) — uy (w) +g" (w) Hy =o. 


Pour faire disparaître le second et le troisième terme, on aura les 
équations 
p' (w) =0, g'(w)—0, 
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ou bien, 
3w — ua (v — u) —- 2b = 0, 
3w? — 2 [a (v — a) + 2b] w + b (vè — av + b) + c (3v — 2a) = 0. 
Les premiers membres sont les dérivées ọ” (u), ọ' (u) dans lesquelles 
u est remplacé par w. Enfin, si on élimine w, on trouve léquation du 
second degré 
(a? — 3b) v? — (2a5 — 7ab -+ 9c) v + at — 4a?b + 6ac + b? = 0 
qui résoud le problème proposé. 
129. Soit encore l'équation du quatrième degré 
at -+ az? -+ bx? + ex + d = 0. 
Nous allons voir qwelle peut se ramener à la forme 
y' +Py +Q=0. 
Considérons la substitution 
x? + vx + w — y = 0, 
ou bien 
(a') x? -+ vr -+ u= o0, 
en posant : u = w — y. Alin de faciliter l'élimination, rabaissons l’équa- 
tion du quatrième degré au second au moyen de la précédente. Celle-ci 
donne 3 
gë = — vr? — ux, xt = (v? — u) x? +- uvr. 
En substituant, l'équation biquadratique se réduit à 
(B') (v? — u — av + br? + (uv — au + c) r + d = 0. 
Éliminons maintenant x entre (z’) et (8'); il viendra 
[v (v? — u — av -+ b) — (uv — au + c)] [uv — au + c) u — dv] 
— [u (v° — u — av + b) — d}? = 0, 
c'est-à-dire 
ut — [a (v — a) + 2b] uë -+ [b (v? — av + b) + 36v — 2ac + 2dju* 
— [c (vë — av? + bv — c) + d (41? — 3av) + 2bd] u 
+ d (v* — ar? + bv? — cv + d) = 0. 
Désignons par f(u) le premier membre de cette équation; si on 
remplace u par w — y, il vient pour la transformée 


flw) — y f(x) + ua f" w) — À fw) + y = 0. 
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Le second et le quatrième terme disparaitront si l’on pose : 
l'&w)=0, f”{(w)—0, 
ou bien 
qu — 3 [a (v — a) + 2b] w + 2 [b (v? — av + b)+ 3cv — 2ac + 2d)]w 
— [c (05 — av? +- bv -— c) + d (40° — 3av) + 2bd]= 0, 
4w — u (v — a) — 2b = o. 
Les valeurs des indéterminées v et w propres à résoudre le problème 


s’obtiennent par ces deux équations. En portant dans la première la 
valeur de w tirée de la seconde, et en faisant les réductions, on trouve 


(až — 4ab -+ 8c)v* — (3a — 14a°b + 2oac + 8b — 324d)v* 
+ (3a — 16aëbh + 20a°c + 16ab? — 32ad — 16bc) v 
— (aë — 6a*b +- Saÿe + 8a?b? — 8a°d — 16abe + 8c?) = o. 

De là résulte cette proposition : l'équation complète du quatrième degré 

se ramène à la forme 
PHP 00 
par la résolution d'une équation du troisième degré. 

230. D'après la méthode qui préeède, pour faire disparaitre le second, 
le troisième et le quatrième terme d’une équation, il faut résoudre le 
système 

s —0, S82—=0, 81 —= 0. 

Les degrés de ces relations par rapport aux indéterminées étant 
1, 2, 3, l'équation finale sera, en général, du sixième degré. Cependant, 
par une propriété spéciale d’une fonction homogène du second degré, il 
est possible de résoudre le problème par une équation du troisième degré. 
On doit, dans ce cas, prendre 

y = Go + at + dan? HE st? + aix. 


Après avoir formé les équations précédentes qui sont homogènes par 
rapport aux indéterminées x, on tire de la première la valeur de æ en 
fonction des autres pour la substituer dans la seconde et la troisième. 
Désignons par 


ce qu’elles deviennent par cette substitution. La première est homogène 
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et du second degré par rapport à æi, œ, s, &;; Or, nous savons par la 
géométrie analytique qu'une telle fonction peut se ramener à une somme 
de quatre carrés de fonctions linéaires, de telle sorte que l'équation 
s, = o peut se remplacer par la suivante : 
api + t03 + api + pi = 0 
où ai, @2, Gz, a; sont des quantités connues et pi, Q2, Ps, Qa des expres- 
sions du premier degré en æ, &:, &s, æa. Elle sera satisfaite en posant : 
agi aps —0, api + api = 0; 

mais ces équations deviennent linéaires par l'extraction d’une racine 
carrée ; par suite, si on en tire les valeurs de æ et +: en fonction de gs et 
æ, pour les substituer dans s, = 0, on arrivera à une équation homo- 
gène du troisième degré. Done, il est possible, en général, de faire dis- 
paraître le second, le troisième et le quatrième terme d’une équation en 
résolvant une équation du troisième degré. 


$ 5. 


TRANSFORMATION DU PREMIER MEMBRE D'UNE ÉQUATION DE DEGRÉ PAIR EN UNE 
DIFFÉRENCE DE DEUX CARRÉS. 


431. Soit l'équation générale de degré pair 
F (x) = 22" p Ax? E Aar? pH ee + An = 0. 
Désignons par Xi, Le, +. Lsm SCS racines, On a 
F (x) = (xæ — x) (x — x2) (x — 25) ... (x — dom). 

Partageons les 2m facteurs du second membre en deux groupes de m 
facteurs, et appelons P et Q les produits respectifs de ces facteurs. On 
peut écrire 

F (æ) =P X< Q, 

A chaque groupe de m facteurs donnant lieu à un produit P, en cor- 
respond un autre donnant un produit Q; le nombre de manières d'opérer 
le partage indiqué sera représenté par 
1 2m (2m — 1)... (ni + 1) 


Non = - 
2 f:2.37.0 


Les produits P et Q étant des polynômes du degré m,"nous pouvons 
poser : 
pP = g™ + Biz"! + Bsx"—? -+ RF -+ Bš, 
Q = g" —+- Camm + Cix "1 + ce + Cus 
17 
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par suite, 

LP + Qt t (Bi + Cipa! A $ (Ba + Ca) a=- a A $ (Ba Cn), 
EP — Q) = 4 (Bi — Ci) a=! 4 (Ba — Cs) 2 he A (Bn — Cn). 
ou bien, en désignant par ai, &2, +++ am, bi, ba +++ Dm les coefficients de ces 

polynômes, 
LPO = a + aan au ee + dmy 
LP—Q)= bar -p Des -j eee H bm. 
En vertu de l'identité 
P X Q= [i (P+ Q)F — [i (P — 0Q)}, 
il viendra 
F (x)= (x™ -p ard" H ee La) — (biar! -p bar? H eee H bm)? 

Le second membre renferme 2m constantes inconnues; en égalant les 
coefficients des mémes puissances de x dans les deux membres, on aura 
les 2m équations nécessaires et suffisantes pour les déterminer. Le coeffi- 
cient a se trouve immédiatement en remarquant que le seul terme ren- 
fermant x°"-! est 2a,x°"—! ; par suite, 

a; = + Ai. 

En laissant les puissances x" et x"-!, ily aura 2m—1 équations de 
condition; si on élimine les constantes as, as ... Am, b2, bs +. bm, l'équa- 
tion finale en b, devra être du degré Nam qui représente le nombre de 
manières de former les polynômes P et Q. Nous avons donc la proposi- 
tion suivante : 

Le premier membre d'une équation de degré pair 2m peut se transfor- 
mer de Nəm manières en une différence de deux carrés, le terme positif 
étant le carré d’un polynôme du degré m et le terme négatif celui d'un 
polynôme du degré m — 1. 

Appelons R et S les polynômes des parenthèses de la dernière égalité; 
on aura 

F(x)=P X Q=R —S", 
et les racines de l'équation proposée s’obtiendront en résolvant les équa- 
tions de degré moins élevé 
P=R+S—=0, Q=R— S=0. 

Pour appliquer cette méthode aux équations de degré impair, il fau- 
drait préalablement multiplier leur premier membre par x; ce qui 
revient à introduire une racine nulle. 

Comme exemple de cette transformation, prenons l'équation du 
quatrième degré sous la forme 


at 2pa$ + qu? + 2rx + s = 0. 
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On a ici: m—2, N= 3. L'équation fondamentale est de la forme 
x* + 2pxë -+ qx? 4 2rx + s = (at + px + 42) — (bix + b:)?. 
On en déduit les équations de condition 
2a: + p? — bi =q, pa:— bib: =r, aj— b; =s; 
d’où on tire 
b? = 2a -4 p? — q, bibs=pas—r, b=ai—s; 
par suite, l'élimination de b, et ba donne 
(2a: + p° — q) (ai — $) = (pa: — r), 
ou bien 
au — qa} +2 (pr — sus + slg — p°) — rt — 0. 
C'est une équation du troisième degré en as qui admet toujours une 


racine réelle. Désignons par a, une racine de cette équation et par 
b,, b, les valeurs correspondantes de b, et bz. On aura 


R=2 +pr+a,, S=bir+b,, 
P=R4S=x + (p+ b) Ha, +b,, 
Q=R—S =r 4+ (p — b) r +a, — b,. 

En égalant les trinômes P et Q à zéro, il vient, pour les racines de 
l'équation proposée, 
2x =— (p+ b)+ (p +0) — 4(a, + b), 
2l: = — (p Sa b;) Re v (p aF b', FE 4(a; + b), 
2x; = — (p — b) + vip — b)? — 4(a, — b,), 
2x, = — (p — b) — yip — b1) — 4a, — b3). 
Soit encore l'équation du sixième degré 
F(x) = x° + 2ax* -+ bit 2625 -+ da? + 2ex +f — o. 
On doit poser: 
F(x) = (25 + ax? + at -+ as) — (bix? -+ bx -+ b:)?, 
az, as, bı, be, bs étant les coefficients inconnus. On en déduit les relations 
b= 2a: + a? —b?, 
c = a; + aa: — biba, 
d = a} + 2aa; — b} — 2bıbs, 
e = Ul; — bbs, l 
[= a} t}. 
Si on élimine az, as, bz, bs entre ces cinq équations du second degré 
par rapport aux inconnues, on doit arriver à une équation du dixième 
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degré en bı. Ce résultat est conforme à la valeur de Ne = 10. On voit 
done que la transformation proposée dépend d'une équation d’un degré 
plus élevé et plus difficile à résoudre. Si on pose m = 4, m = 5, m = 6, 
on trouve encore 

Ns = 35, Nio = 126, Ni: = 462. 

Tous ces résultats nous montrent qu’en voulant résoudre une équation 
algébrique au-delà du quatrième degré, on tombe sur une équation d’un 
degré beancoup plus élevé que léquation elle-même; ce qui fait prévoir 
que cette résolution générale est impossible. 
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CHAPITRE VI. 


ÉQUATIONS SUSCEPTIBLES D'ABAISSEMENT. 


$ 1. 
CAS PARTICULIERS OU LE DEGRÉ D'UNE ÉQUATION PEUT S'ABAISSER. 


432. Une équation étant d'autant plus facile à résoudre que son degré 
est moins élevé, on doit profiter de toutes les circonstances et de toutes 
les conditions données pour abaisser son degré. On y arrive généralement, 
lorsqu'il existe certaines relations entre les coefficients ou entre les raci- 
nes. Nous en donnerons quelques exemples très simples. Soit, d’abord, 
à résoudre l’équation du troisième degré 

xë -+ ax? + bx -+ c = 0, 
étant donnée la relation 


On a 


— x = ux? -+ bx -+ c; 
en multipliant par 3ab, il vient 


— 3abaÿ = 3ba?x*? + 3b°ax + 3abc. 


Or, en vertu de la relation donnée, b5 = 3abc, et en ajoutant ařxž, le 
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second membre devient un cube parfait. L'équation proposée peut done 
se ramencr à la forme 


(ař — 3ab)x° = (ax + b), 


x) ař— 3ab = ax + b. 


On en déduit pour l’'inconnue 


ou bien 


b 


DE ce 


De même, proposons-nous de résoudre l'équation du quatrième degré 


ax’ + bx + ex? + dx + f —=0, 


g = 


dans le cas où 


m et n étant des nombres donnés. On peut poser 
a—km, f=kn b= km, d=#Fn. 


Substituons ces valeurs dans l'équation; en réunissant les termes 
deux à deux et en divisant par x?, on trouve 


k (m'at +3) +k (mz +2) +c—0o. 
Cette équation s’abaisse au second degré en posant : 


y = 
d mx +. 
œ 


En élevant au carré, on en tire 
n? 
m’x? LEE y? — 2mn. 


a b 4 
De plus, k ——, k'——; en vertu de ces diverses valeurs, l'équa- 
m m 


tion devient 
— 2amn 


y y o 


Après avoir trouvé les racines de cette équation, on les substitue dans 
la relation posée 
mz? — yx -+n = 0 


et on en déduira les quatre racines de léquation proposée. 
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Par exemple, l'équation 
x’ -+ 5x3 -+ rox? + 15x- 9—0 

satisfait aux conditions données; on a : m = 1, n = 3; par la résolution 
de deux équations du second degré, on trouve pour les racines 
— 1 + = n 
RE NT TE 

133. Cas où le geminant est nul. On sait que, si le geminant d’une 
équation 


SR Mes 


F(x)—0 
est nul, il doit y avoir au moins deux racines égales et de signes con- 
traires. Il en résulte que les équations 
F(x)—0, F(—zx)=0o 
admettent au moins deux racines communes. On les déterminera en 


cherchant le plus grand commun diviseur entre les polynômes F (x) et ` 
F(— x). Soit D leur diviseur commun; les racines de l'équation 


D=0 
appartiendront à F (x)= o. De plus, si on appelle ọ (x) le quotient de 
F (x) par D, il restera à résoudre l’équation 
p(x)=0 
dont le degré sera au minimum inférieur de deux unités à celui de la 
proposée. 
Soit l'équation du troisième degré 


xš ax? + bx +c—=0o 
pour laquelle G = c — ab. Supposons 
c— ab = 0; 
on aura : c = ab, et l'équation peut s'écrire 
x5 — ax? + bx -+ ab — 0, 
(x + a) (x? + b) = 0. 


L'équation proposée est donc équivalente aux deux suivantes : 


ou bien 


x+a—0, 2 +bh—o. 
Pour l'équation du quatrième degré 
x’ -+ ax -+ bx? + cx + d = o, 
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on sait que 
G= €? — abc + ad; 
s'il est nul, on aura 
d abc — c° 
= UR . 
Changeons x en — x dans l'équation, il viendra 
x’ — ax5 + bx? — ex + d = 0. 
Si on retranche cette équation de la première, on obtient 
ax? -+ c = 0, 


et celle-ci doit être vérifiée par les racines communes : elle donnera done 
les deux racines égales et de signes contraires, Afin d'obtenir l'équation 
qui doit fournir les deux autres, on doit diviser F (x) par ax? -+ c; eu 
égard à la valeur de d, on trouve que le reste est nul; le quotient multi- 
plié par a et égalé à zéro donne l'équation 


a? + ax + 


dont la résolution fera connaître les deux dernières racines, 

On voit que, pour les équations du troisième et du quatrième degré, 
on peut éviter la recherche du plus grand commun diviseur entre 
F(x) et F(—x); mais, il n’en est plus ainsi, en général, pour les équa- 
tions d’un degré plus élevé. 

134. Cas où le discriminant est égal à zéro. Lorsque le discriminant 
d’une équation 


ab — c 


= 0 


a 


F(x) = 0, 


s’annule, il y a des racines égales. Il s’agit de montrer comment doit se 
faire, dans cette hypothèse, la résolution de l'équation. Pour fixer les 
idées, admettons que l'équation possède seulement des racines simples, 
doubles, triples et quadruples. Désignons par X4, X2, Xs, X4 les produits 
des facteurs linéaires qui correspondent respectivement à ces diverses 
racines, chacun d’eux étant pris seulement une fois. On aura 


F (x) = X, X$ Xj Xi 
Nous avons vu (N° 45) qu'il existe entre F (x) et sa dérivée un plus 
grand commun diviseur qui se compose de tous les facteurs qui corres- 
pondent aux racines multiples élevés à une puissance inféricure d’une 


unité à leur degré de multiplicité. En le désignant par D, ce sera : 


D= X: X! N$. 
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De même, le plus grand commun diviseur D, entre D et sa dérivée 
aura pour expression 
Di = XsX}, 
et celui qui existe entre D, et sa dérivée 
D: = X4. 
Divisons ces diverses égalités membre à membre et posons : 


F(x > D 

is =Q = X1X2A5X5, D, = Q: = XeX:X:, 
D 
j — @ = XX, Da = X4. 


Enfin, si l’on divise encore ces dernières membre à membre, il vient 


Ne ue ee 
D Nil D Bo Xs, D: = X,. 
Donc, par de simples divisions, en partant du premier membre de 
l'équation, nous sommes parvenus à dégager les facteurs X4, Xe, Xs, Xs, 
qui correspondent aux différentes espèces de racines. La résolution de : 


l'équation proposée est done ramenée à celle du système 
Aip. Ara, X:=—0, X,=—=0: 


la première donnera les racines simples, la seconde les racines doubles, 
la troisième les racines triples et la quatrième les racines quadruples. 
Cette méthode si simple en théorie est d'une longueur désespérante en 
pratique. On doit l'éviter autant que possible; il est facile de montrer 
qu’elle n’est pas nécessaire pour les équations du troisième, du quatrième 
et du cinquième degré. Les divisions s'effectuent avec des polynômes 
entiers, et il est évident que l’on trouve à la fin pour les quotients X des 
fonctions rationnelles; si l’une d'elles est du premier degré, la racine 
qu'elle fournit est nécessairement rationnelle. On ne peut obtenir une 
racine incommensurable ou imaginaire que si l’un des quotients X est au 
moins du second degré. Nous avons vu que les racines multiples com- 
mensurables se déterminent très facilement, et avant d'appliquer la 
méthode des racines égales, on suppose toujours que l'équation a été 
débarrassée de ses racines rationnelles; il n’y a plus à considérer que les 
racines multiples incommensurables ou imaginaires. Or, si une équation 
est du troisième degré, elle ne peut admettre une racine double, ou une 
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racine triple sans que cette racine soit commensurable, Si une équation 
est du cinquième degré, il y a les combinaisons suivantes qui peuvent 
se présenter : une racine quadruple et une racine simple; une racine 
triple et une racine double ou deux racines simples; deux racines dou- 
bles et une racine simple. Dans chacune de ces combinaisons, il y a 
toujours une racine qui serait commensurable, Il en est de même pour 
l'équation du quatrième degré, en exceptant le cas de deux racines dou- 
bles; mais, dans cette hypothèse, le premier membre doit être un 
carré parfait. 

Par conséquent, il n’est pas nécessaire d’appliquer la méthode précé- 
dente aux équations d’un degré inférieur au sixième, 

135. Il ne sera pas inutile d'indiquer aussi quelques cas d’abaissement 
provenant d’une relation donnée entre les racines. Soit l'équation 


F(&)=0; 
supposons que deux racines æ,, x satisfassent à la relation 
pri + qu=r 
P» q, r étant des nombres donnés. On en tire 


T — pri 
RC e ; 


q 


PA) — 0. 
q 


Il en résulte que les équations 
F (x) = 0, FE) —0 


admettent une racine commune; elle se déterminera en cherchant le 
plus grand commun diviseur entre leurs premiers membres. On la sub- 
stitue ensuite dans la relation donnée, pour en déduire la valeur de xs. 
Si l’on divise F (x) par (x — xı) (x — x+), le degré de l'équation s’abais- 
sera de deux unités. 

En général, si deux racines d’une équation sont liées par légalité 


par suite, 


x = (x), 
les équations 
F (x) = 0, F [ọ (x)] = o 
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auront une racine commune et l'équation proposée sera susceptible 
d’abaissement. Par exemple, si l’on veut résoudre l'équation 

F (x) = xë — 6r? + 1 1x —6—0 
sachant que deux racines satisfont à légalité 

t — si +a i, 
il faudra former l'équation 
F(x x + 1) = (2 + + 13 —6(x*- s + 1)°-H r1 (x° x- 1)—6=0 

ou bien, 

xë EE za — 5x5 — x’ + 2% = 0. 

Le plus grand commun diviseur entre les premiers membres est x — 1; 
done, x, = 1, et la relation donne ensuite x: = 3. Si on divise l’équation 
proposée par 

(x — 1) (x — 3) = 2 — 40 +3 
on trouve pour quotient x — 2, et la troisième racine sera x = 2. 
136. Résolvons encore l'équation du degré m 


x" + ax"! + bx™-2 —- TA -+ s= 0, 
dont les racines forment une progression arithmétique. 
Dans cette hypothèse, on peut représenter les racines par 


a, a-r, a4 2r, se a+ (m— 1)r; 
elles seront déterminées, lorsqu'on connaîtra les valeurs de æ et de r. 
Or, la somme des racines conduit à l'égalité 


— a = ma + — 


ze, 


et, en élevant au carré, 
2 AM 
(s) @ = m??? Em? (m — 1) ar + nik à 2 À n 
4 


De plus, on sait que la somme des carrés des racines est égale à 
a? — 2b; mais cette somme a pour expression 


mat + 2 (1 2H ce om — 1) arpe pHa p ee M — ți) 


= ma? mm — 1) ar + À (2m — 1) (m — 1) m”. 
Il vient donc 


aè — 2b = ma’ -+m (m — 1) ar + į m (m — 1) (2m — 1)r°, 
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et, en multipliant par m 
(s)  m(a—2b)}=m'at+mt(m—1)ar+ 5m? (m—1)(2m—i1)r$. 
Si on retranche les équations (s) et (s’), l’inconnue « disparaît et l’on 
trouve 
a (m —1)— 2bm 


r? == 12 
m?’ (m? — 1) 


La quantité r étant connue, la première relation donnera 


2a + m(m—i)r 
a 2m 


Pour l'équation du troisième degré 
as + ax? + br + c= o0, 


on aurait : 


ayie i aita a 


par suite, les racines seront : 


n= 44/1030. 


En faisant le produit des racines et en l’égalant au coefficient c, on 
arrive à la relation 
245 — gab + 27c = 0 
qui doit être vérifiée, lorsque les racines de léquation complète du troi- 
sième degré sont en progression arithmétique. 
Pour l'équation du quatrième degré 
af + ax? + br? + cx + d = 0 


les mêmes formules donnent : 


? Vic 8b), a F 4\ / 36" 8b), 


www.rcin.org.pl 


PORN EAU. 
x TEVET ) 


$ 2. 
ÉQUATIONS RÉCIPROQUES. 
137. Une équation est dite réciproque, lorsqu’à une racine a, en 
A , 1 ` r A I 
correspond une autre égale à z? t si a est une racine multiple, - est 
a 
aussi une racine multiple de même ordre de multiplicité. En supposant 


; ° I 3 
que «a soit -+ I -0u — I, on a aussi que z est égal à 1 ou — 1; 


; z I : i 
mais, pour toute autre valeur, les racines a et — sont toujours distinctes. 
a 


Considérons l'équation du degré m 
F(x) = Az" + Ag”! + 2e -H Amit + An = O0. 
` Remplaçons x par = et multiplions ensuite par x"; on aura 
x"F (:) = À,,1" + AUS -+ s.. -1 Ax + Bo =s 0, 


Si l'équation proposée est réciproque, cette dernière doit admettre les 
mêmes racines, et les premiers membres ne peuvent différer que par un 
facteur constant. On doit donc avoir l'identité 


æF (:) = )F(x) 
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où À est un nombre déterminé, c’est-à-dire, 


Ant" -H Ani -+ tss -l A,x + A 
= AA,x" -f 2A, g™-! + … -H AA 1e + JAn. 
On en déduit, 
An = AA, An: == AA, ...3 A; = Ami, Ao = JA». 


En multipliant membre à membre la première égalité et la dernière, 
on trouve À?—1; par suite, 


=£ 1. 
D'après cette double valeur de 2, les diverses égalités donnent 
AE A, An + A1, An_2—= HA... 


D'où ce théorème : 

Dans une équation réciproque, les coefficients des termes à égale 
distance des extrêmes sont égaux el de même signe ou égaux et de signes 
contraires. 

Il importe de remarquer que, dans le cas d’une équation de degré 
pair m = 2n, il y a un terme qui occupe le milieu et qui reste le même 
dans la transformée; légalité partielle qui lui correspond serait : 


A, = + A 


C’est une identité en prenant le signe + et une égalité impossible 
avec le signe —. Il faut donc ajouter au théorème précédent que, dans 
le cas d'une équation réciproque de degré pair où les coefficients à égale 
distance des extrêmes sont égaux et de signes contraires, le terme du 
milieu doit manquer. 

Nous avons fait remarquer qu’un nombre différent de l'unité n’est 
jamais égal à son inverse; par suite, en dehors des quantités + 1 et — 1, 
le nombre des racines d'une équation réciproque est nécessairement 
pair. Donc, après avoir débarrassé une équation de cette nature des 
racines + 1 et — 1 simples ou multiples qu’elle pourrait admettre, on 
doit arriver à une équation de degré pair; de plus, les coefficients des 
termes à égale distance des extrèmes seront égaux et de même signe; 


car, d’après la relation 
er(=) = iF(x), 
T d 
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si on pose x = 1, on obtient 
F(1)= F1), 
et comme, par hypothèse, F(1) est différent de zéro, on a 


À1= 1 ; 
par suite, 
Am = Aos A. = Åi, ete. 


La résolution de toutes les équations réciproques dépend donc unique- 
ment de celle d'une équation de la forme 


A x?" + Aix?! . |. +HAr+Ao—o. 


Or, celle-ci peut s’abaisser au degré n comme nous allons le démon- 
trer. Réunissons les termes ayant les mêmes coefficients et divisons par 
æ"; il viendra 


a (a+ )+a (e+ 1 ++ A, —0. 
Posons 
224) 


z étant une nouvelle inconnue, La transformée en z s'obtient aisément en 
remarquant que 


e arabeak 


Si nous posons successivement k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, on trouve 


par suite, 


I 
di a st 2; 
E — — 32 
as / 
I 
“ie Tri — 42 +2, 
I 3 
g! A 25 — 525 + 5z, 
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I 
dde pang = e O HUE 
EEEE E 


I 
Hra = 24 — 825 L 2024 — 167? + 2, 
et, en général, 
I 
Bi" — fre FLE gi-6 Seo 


Il est visible que la ne al de ces valeurs dans l'équation 
abaissera son degré de moitié, En remplaçant dans la relation 


I 
egin 


aiaa k(k — 4) (k — 5) 


Pe PE 


ka — 


c’est-à-dire, 

x? — zx Li=0o, 
l'inconnue z par les n racines de la transformée, on arrivera aux 2n 
racines de la proposée en résolvant n équations du second degré. 

138. Équations réciproques générales. On dit qu’une équation est 
réciproque dans le sens général, lorsqu’à une racine a en correspond 
une autre égale à -> de telle sorte que le produit de deux racines 

a 


correspondantes est égal à une constante h. Pour que deux racines 
soient égales, on doit avoir 


c'est-à-dire 
a=+yh, a=—-yÿh. 
En dehors de ces valeurs, toutes les racines associées seront distinctes. 
Donc, en admettant que les quantités h, —y/h ne sont pas racines, 
l'équation réciproque doit être de degré pair. Considérons donc l'équation 


F (x) = Aow?” Æ Ayant Es H Aana + An = 0, 
et remplacçons x par = après avoir multiplié par x™, on aura 
axF (©) = Ang?” + Anshar! -!- Åan—2h? 02-3 4 AP 
+ Ah? a -+ Ah" = 0. 
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Si l'équation donnée est réciproque, on doit avoir l'identité 


xF ( 3 = IF (x), 


À étant une constante. Posons : x — yh; il viendra 


h”F (yh) = AF (yh) 
puisque, par hypothèse, F (p/h) n’est pas nul, on en déduit 
=h". 
Cela étant, la comparaison des coefficients des mêmes puissances de x 
dans l'identité conduit aux relations suivantes : 
Asie Ailes Air = Ait Ai Ash, sn AA: 
Le type de l'équation réciproque générale sera done 


Aog?” + Aix?! see HR Ana" HE A, hat H Anahtar p ane 
+ Ah x -+ Aoh" = 0. 


Afin de la résoudre, écrivons-la d’abord sous la forme 
a (a +2) +4 (+ )+ «HA, =0. 

Désignons par z une nouvelle inconnue liée à la première par la 

relation 
z= x + À 
m L 
ou bien 
x — zx -+ h = o. 


On a, d’une manière générale, 


h* h per hi 
ETNA it SES Ce 
par suite, 


a*t! += #45) —h( gti L arii 


T 


En posant k = 1, 2, 3, 4, 5, on trouve 


? 
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hi 
a — aaea 
5 h° 5 hz? 2 
£ ee — 5h25 + 5h?z 


xê +5 25 — Ghzi + ghz? — 2h5, 


et, en général, 


En substituant ces valeurs dans l'équation, on arrivera à une trans- 
formée en z du degré n. Soient Z1, Z2,***Zn, Ses racines; il restera à 
résoudre les n équations du second degré 

x? — zx+h—o, 

st — zx +h—0o, … 
pour obtenir les 2n racines de l'équation proposée. Si, dans l’équation 
réciproque générale, on pose h = 1, on retrouve la première équation 
réciproque que nous avons étudiée; on l'appelle quelquefois équation 
réciproque de première espèce. Si h = — 1, on dit que l'équation réci- 
proque correspondante est de seconde espèce; sa résolution est contenue 
dans le cas général que nous venons d'exposer. 

139. Appliquons la théorie qui précède à quelques exemples. 

a) Résoudre les équations 
xë — ax? + ax +1 —0, 
xš — ax? + ax — 1 = 0. 
Elles sont réciproques. La première a pour racine — 1; en divisant 
par v -+ 1, il vient 
x? -+ (a — 1)x + 1 =0. 
La seconde admet la racine 1; la division par x — 1 conduit à 
x +(i—à)x+i=o. 
b) Résoudre les équations 

ax + bx -+ cx? + bx + a = 

ax‘ + bx5 — bx — a = 0, 
ax —E bx? + cx? -+ bhx + ah? = o. 
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En écrivant la première sous la forme 


a a +e)+0 (z+i)+e=0, 
on obtient pour la transformée 
a(z’ — 2) + bz +c =0, 
ou bien 
c — 24 


z4 e+ 


=0. 
à a 
Si on y ajoute 

x? — zt -+ 1 = 0, 


l'équation proposée se résolvera au moyen de ces deux équations du 
second degré. 


La seconde admet les racines +- 1 et — 1 ; en divisant par x? — 1, il 
vient 


ax? + bx + a = 0. 
Enfin, la troisième peut s'écrire 


ae +)+0( +F)+e= 0. 

On en déduit la transformée 
az? + bz — zah + c — 0. 
La résolution de l'équation est ramenée à celle-ci et à la suivante 
x? — ze + h—0, 

c) Résoudre les équations 

x? + 32° + 4x! — 41° — 3T — I = 0, 

x — x? — rt -+ Ii = 0. 


La première ayant pour racines 1 et — 1, on divise par x? — 1 et on 
trouve 


a 3 + sat 3x 1 — 0, 
ou bien, 
(#+5)+:(e+i)+s=0; 


d’où, la transformée 


2 H3+3—0. 


WWww.rcin.org.pl 


— 260 — 
Les racines de l’équation seront donc fournies par le système suivant : 
2? + 37 + 3=—=0; 
x? — zi + 1—=0, 
z? — 1 = 0. 
L'autre équation admet la racine — 1, et la division par x -+ ı donne 
xê — 2x" —E 20 — 2% Æ 28° — 28 + 1 — 0. 
Celle-ci a pour racine <- 1 ; en divisant par x — 1, on a 
x — xt -H r — a Lr— 1 —o. 
Le nombre +1 est encore racine; en divisant encore par x — 1, 
il reste 


t'pa -pi =o, 


ou bien 
(= +2) +1 =0. 


Cette équation a pour transformée 
st] = 0; 
d'où z= + 1. Les quatre dernières racines seront donc fournies par 


les équations 
x? — x -+ I = 0, 


x+ r-i =o. 
d) Trouver les conditions pour que l'équation réciproque du 8° degré 
g8 + Aux — Aat + Asa F Aat A Aat HE Az? Æ Aie + 1 — 0 
puisse se résoudre par des équations du second degré. 
En l’écrivant sous la forme 


1 I D I 
(= +) ol A: G -- à) -+ A: (= +) + Às (=+1)+4.=0, 
on trouve, pour la transformée en z, 
z'-+ A1z5 + (A2 — 4)z? + (As — 3A:)z + A, — 2Å: -H 2 = 0; 


Cette transformée doit aussi être réciproque, et, par conséquent, il faut 


que l’on ait : 
A,—24,+2=1, 
A; — 3À, = À,. 
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On en tire 


En substituant, on trouve que l'équation réciproque du 8° degré, qui 
peut se résoudre par des équations du second, est de la forme 


ZE A T HA tH 4A mL (24, — 1x +44 a+ Aa LA, x ro, 
L'équation 
x? + 2x Æ 325 HE Ba sut Ras Æ 3x Lori =o 
est dans ce cas; elle a pour transformée l'équation 
gt -27 — 2 L2z io 


qui est elle-même réciproque. Ecrivons-la sous la forme 


2 A 2 À t — [— 
a+i)+e(e+:) -=o 
et posons 
u = pE , 
ou bien 
z? — uz 1 =0. 
On obtient pour la seconde transformée 
u? -} 2u — 3 = 0. 
La résolution de l'équation est ainsi ramenée à celle des équations du 


second degré : 
g? — zx Li=0, 


—uz+i=o, 
ut 2u — 3 = 0. 

e) Résoudre les équations 

æt- 325 14a? LE 28x'' -4 661! 928° + 1382 + 13507 
+ 138x° -4 92x° -+ 66x' + 28x5- 140°- 30 4 1 o 
gt wt? -p 6x LE agat -H rogat. -H 8o0x'* -4386x -H 2390! 
+ 818x'? —Æ 407%! —L 10497t° - 407x° + 8180? + 239%" 
+ 386x" + 80ox°—+ 1072" -+ 148 -+ 16% + x -++ 1 =0. 
La transformée de la première est : 


27 + 32°+ 77+ roz + 1025 7z? 3r =o. 
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Elle admet la racine — 1 ; en divisant par z + 1 et en posant 


I 
u= 2 + 2° 
on arrive à l'équation 
u? Lou + 2u- 1 =0 
qui admet aussi pour racine — 1; la division par # -} 1 donne 
uw- u-i =o. 
La résolution de léquation du quatorzième degré se ramène au 
système suivant : 
x? — zx + 1 =0; 
z? —- uz- 1 =0, z4 1=0; 
u+ubi=o, upi =o. 
La transformée en z de l’autre est : 
z! J z? E Gz8 + 527 + 1429 92° 
++ 142% 525 + 6z! + z+: —o. 
En posant 5 
I 
u — 2 + 2 
on arrive à la seconde transformée 
u- utu Lu Lu +Hi=o 


qui admet la racine — 1. En divisant par u + 1, il reste 
u Hu + 1 =0. 
Posons 
I 
v= u+- 
u 
La troisième transformée sera 
v— iIi =o. 
Les racines de l'équation du vingtième degré se détermineront par le 
système suivant : 
x? — zx -4 I = 0, 
z? — uz -} I = 0, 
u-+1=0, 
u? — vu -+ I = 0; 


D = iO 


www.rcin.org.pl 


— 263 — 


$ 3. 


ÉQUATIONS BINÔMES. 


140. Une équation binôme est de la forme 
y"—A=0, ou y"—A, 
À étant un nombre réel ou imaginaire. Elle jouit de la propriété d’avoir 
toutes ses racines inégales; car il ny a aucun facteur commun entre 
y" — À et sa dérivée my™—'. Si on extrait la racine m‘* des deux 
membres, il vient 


y= Va 
Comme toute équation du degré m admet m racines, on doit regarder 


VA comme une quantité algébrique susceptible de m valeurs différentes, 
ces valeurs étant les diverses racines de l’équation binôme. Désignons 
par a une racine de l'équation, c'est-à-dire, une quantité qui, élevée à la 
puissance m, soit égale à A; en posant 


y= 4%, 
il vient 
ax" = À, 
ou bien, 
a = I. 


Cette nouvelle équation donne les racines m‘™?s de l'unité qu’on 


représente d’une manière générale par VT. Cette transformation nous 
apprend, qu'étant donnée une racine a de l’équation binôme générale, 
on obtient toutes les autres en la multipliant par les racines mfes de 
l'unité. Ainsi, on peut écrire 


y=aÿt. 
Proposons-nous de résoudre l’équation 
y" = A 


lorsque A est une quantité imaginaire ramenée à la forme 


r(cos «+ y — 1 sin à). 
y=p{cosg+y/—1sin œ), 


Posons 
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et déterminons p el ọ de manière à satisfaire à l'équation. On doit avoir 
l'égalité 
p” (cos p + y — 1 sin ọ)" = r(cos «4+ p/— 1 sin a), 


ou bien 


p" (cos mp + y — 1 sin mọ) = r (cos a + y — 1 sin à). 
Pour que deux quantités imaginaires soient égales, il faut qu’il y ait 
égalité entre les modules ainsi qu'entre les arguments, ou bien que ces 
derniers diffèrent d'un nombre exact de circonférences. Posons donc 


p" =r, mp—=a+2kr; 
d’où 
Fa De 4 a + 2hr 
=pÿ/r, ọ = ——— 


La formule de résolution de l’équation sera : 


y=yr eos EET y Yr sin SEAT . 
7 


Le module de la racine, de même que r, est une quantité nécessaire- 
ment positive, ct il n’a qu'une scule valeur. Afin d'obtenir les m racines, 
il faut, dans l’expression précédente, attribuer à k les valeurs O, 1, 2, 
3, «+. M—1; il vient ainsi : 


m 


Les arguments de ces diverses expressions sont différents ct inférieurs 
à 27; car on a, pour le plus grand, 
2(m—1)r 


E. < 
=— 4 2r —— L 27 
m m : 


m m 
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puisqu'on suppose æ moindre que 27. Toutes ces racines sont donc diffé- 
rentes et il n’y en a pas d’autres; les valeurs 
k=m, k=m4 1, k=m +2, ete. 
donneraient les mêmes racines, comme il est facile de le vérifier. 
La quantité imaginaire donnée 


r (cos a + p — 1 sin x) 


se réduit à l'unité pour r—1 et 4=—0; par suite, en remplaçant y par x, 
la formule de résolution de l'équation 


X" = 1] 


2kT . 2kr 
x = cos — -+ y — 1 sin—, 
m m 


et, avec les valeurs k — 0, 1, 2, ... m — 1, on trouve les m racines 


sera : 


xı = C080 + y — 1 sino = 1, 


2T — , 27 
x = cos — -+ y — 1 sin — » 
m m 


= 008 + /— rsin $5, 


P aa 1) A PO ao es LL 
m m 
De même, la quantité 


r (cos a -++ p — 1 sin a) 


se réduit à — 1 pour r= 1, æ = #; par conséquent, la formule propre 
à résoudre l’équation 


sera de la forme 


= eos BH DE 44 da EEN T 


ct les valeurs k = 0, 1, 2, ... m — 1 donneront les m racines. 

141. Résolvons maintenant l'équation binôme, lorsque le coefficient A 
est un nombre réel, positif ou négatif; il y aura à considérer les équa- 
tions 

Y"—A=0, y"LA—o. 
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Dans ce cas, on peut prendre pour a la racine me arithmétique de A, 
et la transformation 
y= az 
ramènera ensuite les équations à la forme 
g” — i =0, a"+i=o. 

Nous venons de résoudre celles-ci par deux formules trigonomé- 
triques ; il sufira de multiplier leurs racines par a pour obtenir celles 
des deux équations proposées. 

Si on remarque que les équations réduites rentrent dans la catégorie 
des équations réciproques, on peut aussi leur appliquer le mode de 
résolution de ces dernières. Supposons d’abord que m soit impair et 
posons : m = 2n + 1; on aura les équations 

am 1—0o, xt + Yes À. 

La première admet la racine — 1 ; d’après le théorème de Descartes, 
elle ne peut avoir d’autre racine réelle. Si on divise par x — €, il vient 
l'équation réciproque 

gène gt Dee rt Oo. 

La seconde n’admet aussi qu’une seule racine réelle qui est — 1; la 

division par x + 1 donne l'équation réciproque 
g?" — g’! + x" Es ie + x? — x + I—0. 

Posons, en second lieu, m = 2n ; il viendra les équations 

g—1=0, "Lio 

La première possède deux racines réelles Æ 1 et — 1; en divisant par 
x? — 1, il reste une équation réciproque de degré pair, La deuxième 
n'admet aucune racine réelle; elle est réciproque et se ramène à la forme 


I 
Le prb à 


Ainsi, après avoir débarrassé les équations binômes de leurs racines 
réelles, il reste à résoudre une équation réciproque de degré pair 2n. On 
sait qu’en posant 


LE 5, 


on arrive à une transformée du degré n. Il est intéressant de constater 
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que cette transformée en z a toutes ses racines réelles. Soit, en effet, 


a+ fy/— 1 une racine de 


DE ENT ; 
æ — By — 1 est également racine et l’on aura simultanément 


(+b — 1 =r (a—By—-1)"=+7; 


d’où, en multipliant, 
(a? + pa" = 1; 


CE EE 


Or, la valeur correspondante de z est : 


par suite, 


— 


I — a—fy—1: 
a+b + atp- N mna 
a+ By tayp i 

puisque g? -+ 8? = 1; donc z est réel. 

442. Il importe d'étudier les propriétés remarquables de l'équation 
binôme 

PTT A 

Supposons que m ne soit pas un nombre premier; en désignant par p 
un facteur quelconque de m, on peut poser : m = mp, m, étant un 
entier plus petit que m. Nous allons démontrer que les racines de 
l’équation 


appartiennent à la première. En effet, si on représente par æ l’une de 
ses racines, on a l’égalité 


et, en élevant les deux membres à la puissance m, il vient 
a™P? =I, OÙ A" —]; 


done, « est une racine de l’équation proposée. 

Lorsque le nombre m est indécomposable, c’est-à-dire, si m est un 
nombre premier, il n’existera pas une équation binôme de degré moins 
élevé ayant avec la première des racines communes. Il résulte de ce 
qui précède que, si p est un facteur des deux nombres m et n, les 
racines de 


Wi «AL 


seront communes aux équations (N? 
a? 


s =i, P=, vA 
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Considérons le cas où m —p.q, p et q étant des nombres premiers. 
On aura l’équation 
() gr = 1. 

Nous venons de voir que les racines de 
(A) 2 =I, t= i 
vérifient cette équation. D'un autre côté, il existe des racines de la 
même équation qui ne satisfont pas aux deux dernières. Il est done 
nécessaire d'établir une distinction importante entre les racines de 
l'équation binôme. On appelle racines primitives celles qui se rapportent 
seulement à l’équation et qui n’appartiennent pas à une équation binôme 
de degré moins élevé, et racines non primitives celles qui appartiennent 
à la fois à l'équation et à une autre équation binôme de degré inférieur. 
La valeur z= 1 satisfait à toutes les équations binômes de la forme 
æ" — 1; par conséquent, l'unité doit être considérée comme une racine 
non primitive. Si m est un nombre premier, toutes les racines de 2" = r 


seront primitives excepté l’unité. 
Les racines non primitives de l'équation (À) sont celles qui vérifient les 


équations (2,); leur nombre est représenté par 
pq: 


en ne comptant la racine 1 qu'une fois; donc celui des racines primitives 
sera 


pa —(p+q—1)=(p—1)(q— 1), 
C'est-à-dire, 


mi) (: —+)=n(: 2) ( —?). 
tn q p q 
Considérons encore le cas où m = pqr, p, q,r étant les facteurs 
premiers de m. On aura l'équation 
(2) grr = 1. 
Les racines des équations du système 
(u) Paan =n LI 
vérifient la proposée. Il en est de même des racines du système 


(122) MEL, = TX, ANT 
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car, en désignant par x, 8, y trois racines respectives de ces équations, 
on doit avoir 
ari = 1, Êr =i, y=, 
et, en élevant aux puissances r, 9, p, 
Pr 1, PrE, PU=T, 

Les racines non primitives de (x) doivent appartenir aux équations 
(1) et (u2). Or, sans compter les racines égales à l'unité, le nombre des 
racines des équations (u3) est : 

(n) Pa pr +qr—3; 
mais, ce nombre renferme deux fois celui des racines des équations (u); 
par exemple, les p — 1 racines de x? = 1 différentes de l'unité appar- 
tiennent à la fois aux équations x” — 1, x?" — 1, et de même pour les 
deux autres. On doit donc retrancher de l’expression (n) 

Dreg = ere 
pour que le nombre des racines de (y) ne s’y trouve qu’une fois; enfin, 
comme on n’a pas tenu compte de la racine égale à l'unité, il faudra 
ajouter 1 à la différence. Il vient ainsi pour le nombre des racines non 
primitives 
PRET TPE QT 1; 


par suite, celui des racines primitives aura pour expression 


pqr—pg—pr—q+p+q“+hr—i=(p—1)(g—:1)(r— i), 
ou bien, 


(=D) 9-22) 


En continuant ainsi, il est visible que le nombre des racines primitives 
de l'équation 
gars — I 
sera représenté par 


C-C- 


143. Les conclusions précédentes résultent aussi de la formule de 
résolution 


2kr — , 2kr 
x = cos — + y — 1 sin —. 
m m 
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, seul suis À 
Si m est un nombre premier, la fraction = est irréductible pour toutes 


les valeurs de k, savoir : O, 1, 2, 3, .. m — 1; mais il n’en est pas 
toujours ainsi, lorsque m est un nombre composé. Pour certaines 
valeurs de k, il existera au numérateur et au dénominateur un facteur 
commun; en le supprimant, on aurait 

k k 


m mi 


m, etant plus petit que m. La racine correspondante devient alors 


Or, cette formule représente précisément une racine de l'équation 
binôme du degré mı < m; c'est une racine non primitive. 
Supposons m = pq, et considérons la formule 


2kr . 2kr 
g = cos — -p — 1 sin — - 
pq pg’ 
où l'on doit attribuer à k les valeurs o, 1, 2, 3, .…., pq — 1. 


Fk 
Remarquons que la fraction ds gp un facteur commun aux deux 


termes pour les valeurs suivantes de k 


P, 2P, 3P;«. (q — 1)p; 
qs 29 39». (p—1)q. 
A ces pq — 2 nombres, il faut ajouter la valeur k =o qui donne 
la racine égale à l'unité; par corséquent, le nombre des racines non pri- 
mitives sera p -} g — 1, et celui des racines primitives 


pg—p—q+i=(p—1)(qg—1). 

On obtient immédiatement cette expression, en observant que la 
formule de résolution donne une racine primitive chaque fois qu'on 
remplace k par un nombre plus petit que m et premier avec m; le nom- 
bre de ces racines est donc égal à celui des entiers premiers avec m et 
non supérieurs à m. On sait, par l’arithmétique, que ce nombre est 
l'expression qui précède, et, dans le cas général, pour m = pqr …, 


DE 
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UAA. Si « est une racine quelconque de l'équation 


toute puissance de æ est aussi une racine. 
En effet, puisque « est racine, on a 


a" = I, 
et, en élevant à la puissance r, 
aar a OÙ (4) 1, 
donc g” est racine quel que soit r. La formule de résolution est donc 
t= a". 
Si m est un nombre premier et æ une racine différente de l'unité, les m 
racines correspondent aux valeurs 
O, 1,23 3» M — I 
de r; ce qui donne la suite 
RSS Sr A, 
dont tous les termes sont distincts ; car, il ne peut pas arriver que l’on ait : 
a = a) 
n et n’ étant plus petits que m; il en résulterait 
(8s) gW mI 
ce qui est impossible, puisque x est une racine primitive; clle ne peut 
satisfaire à une équation binôme de degré inférieur. 


Les puissances plus élevées de x représentent des racines qui rentrent 
dans les précédentes; on a 
pene 0 — 
am = a". = a’, 
anti ama = a, 
gamta == ar. g? = es 
et ainsi de suite. 
Lorsque m est un nombre composé, la relation (s) pourrait exister ; 
mais alors œ serait une racine non primitive; donc, pour que la suite 


donne avec certitude les m racines, il faut choisir pour x une racine 
primitive de l’équation. Cette propriété établit encore une différence 
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caractéristique entre les deux espèces de racines. Ainsi, dans tous les cas, 


la suite 
AS A, OA 


fournit toutes les racines de l'équation x" = 1, pourvu que a soit une 
racine primilive. 

445. Nous allons profiter des propriétés des racines pour résoudre 
commodément l'équation binôme lorsque m est un nombre composé 
quelconque. Soit m = pq, p et q étant des facteurs premiers, On aura 


I = I, 


Représentons par 
FT ANG a ENT ie 


Er Pr, E a ft, 
les racines des équations 
ser i 
La formule générale de résolution sera 
ZT — arf 
où il faut attribuer à r les valeurs O, 1, 2, ...p — 1 et à s les valeurs 


0,1,2,... Q — 1. En effet, ce produit est racine de l'équation ; car on a 
(=i, (BY=1; 
Gr, (P=; 
(rp = 1. 


De plus, tous les produits correspondant aux diverses valeurs de 7 et 
de s seront différents; on ne peut avoir la relation 


at = aff" 


d'où 


par suite, 


p et p' étant inférieurs. à p et c, a’ inférieurs à q; car il en résulterait 
aPl—P' = pie 
et les équations x? = 1, x? = 1 auraient une racine commune, puisque 
af?" est une racine de la première et 8”-° une racine de la seconde; ce 
qui est impossible, p et q étant premiers entre eux, 
Cherchons, dans quels cas, la formule donnera une racine primitive. 
Substituons la valeur x = 4"f£* dans les équations 


g? = I, oi m 1, 
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Il viendra 
aP per = T, arif = I, 


(P= (wy =n. 

Or, ces égalités ne peuvent avoir lieu, si ce mest pour 4 = 1, Î = 1; 
car, autrement, il y aurait une racine commune entre zP = 1, et 27—1, 
Donc le produit {> représentera une racine primitive chaque fois que 
les exposants de « et f seront différents de zéro. Nous arrivons de cette 
manière à la proposition suivante : 

Les diverses racines de l'équation xP: — 1 s'obtiennent en multipliant 
chaque racine de x” — 1 par les racines de x= 1; les produits où les 
facteurs sont différents de l'unité représentent les racines primitives de 
l'équation. 


ou bien 


En continuant le même raisonnement de proche en proche, il est évident 
que la formule de résolution de l'équation gP: = — 1 sera de la forme 
Te BEY ÀP.. o 
où +}, Be, y», OP... désignent respectivement des racines des équations 

r E N E Al E E T 
. Il faudra successivement remplacer }, 2, », p .… par les valeurs 


AS TR À p— i; 
e r N q— 1; 
6 p z r— 1; 
OAE e 7 E E 


Les racines primitives seront données par les produits où tous les 
facteurs sont différents de l'unité. 
146. Considérons encore le cas où m = p?, p étant un nombre pre- 
mier; on aura l'équation x°° = r. 
Désignons par æ une racine quelconque de l'équation x? = 1, et par 
B une racine quelconque de l’équation x? = æ. 
Nous allons voir que la valeur x = gĝ est racine de l’équation pro- 
posée. En effet, on a 
: = I, fr = d, 
et, en élevant à la puissance p, 
= 1, pe? = æ = 1; 
par suite, (af) == 1. 
19 
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Cherchons dans quelles conditions le produit #5 sera une racine primi- 
tive. On sait qu'une racine non primitive doit vérifier une équation x°—1 
où ĝ est inférieur à p°. Il y a, dans ce cas, une racine commune entre les 
deux équations. Or, pour qu'il en soit ainsi, 0 doit être facteur de p°; il 
n’y a done qu'une seule valeur à considérer, c’est 6 =p. Substituons la 
racine «ô dans l'équation x? = 1 ; il viendra «”ĝ? = 1, ou bien f? =4=1. 

Par conséquent, la racine sera primitive ou non primitive suivant que & 
sera différent ou égal à l’unité. 

Soit, en second lieu, l'équation æ”? = 1. 

Représentons par æ une racine quelconque de gs” = 1, par f une 
racine quelconque de z” = +, et par y une racine quelconque de x? = 6. 

La valeur x= gßy sera racine de l'équation proposée, puisque l’on 
a les relations 

aP = I; p= Zy z= b; 
d’où 
a = 1, Br = a — 1, y = pa — 1; 
donc, (8y}° = I. 

Pour que le produit soit une racine non primitive, il doit vérifier une 
équation æ = 1 où 9 est inférieur à př. Il ne peut y avoir de racines 
communes à moins que l’on ait: 


ce qui donne les équations 
se = 1, dd =n. 


La première est une conséquence de la seconde. Posons x = «ĝy dans 
f EET, 22,3 p3 : 
celle-ci; il viendra 2" ĝe*ye" —1; mais 
2 2 
ar = 1, pe = a = Í, J =p = a; 
par suite, l'égalité précédente revient à «= 1. Donc la valeur x = «ĝy. 
sera une racine primitive lorsque æ sera différent de l'unité, 
On continue de la même manière pour les puissances plus élevées de 


P, et on arrive à cette conclusion générale : 

Étant donnée l'équation ge) = 1, On détermine une racine « différente 
de l'unité de l'équation x? — 1, une racine quelconque B de x? — x, une 
racine quelconque y de x? —f, et, ainsi de suite; la valeur x = ay ce 
sera une racine primitive de l'équation qui, élevée aux puissances 
O, I, 2, 3, ..., fournira toutes les racines. 
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Santis ) ] ; 

Enfin, dans le cas général de léquation xr":®” + — 1, il faudra 
déterminer unc racine primitive des équations partielles 

1 
am = 1, a —I, =l, 

Si on les multiplie entre elles, il en résultera une racine primitive de 
l'équation générale; en élevant cette racine aux puissances O, 1, 2,3.. 
on obtiendra toutes les racines de cette équation. 

147. Nous terminerons cette théorie par la résolution de quelques 


équations binômes où la puissance m de x est un nombre premier. 
a) Résoudre les équations 


, 


Ņř =- I = 0, %ř— I =0, 
x -+H i =0, a+i—=o. 
La première revient à 

(x — i) (x4r + 1)=0 

et elle a pour racines 
a RS r a EE 

Fi; d £ 

2 2 


ce sont les trois racines cubiques de l’unité qu’on désigne généralersent 
par 1, %, a?. 
La seconde peut s'écrire 
(@— (HaHa E) =o, 


et sa résolution se fera par le système : 


ZT—1—0, 
x? — zt- 1 =0, 
z-z — 1 =0. 


Les deux autres équations ont les mêmes racines que les premières, 
mais changées de signe. 


b) Résoudre l'équation x? — 1 = o. En divisant par x — 1, il vient 


at a patbasta Lrtr=o, 


(eee 


Sa transformée est 


ou bien 
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L'équation proposée revient ainsi au système suivant : 
æ—1—=0, 
x? — zr -+ I = 0, 
zš 4z: — 27 —1—0. 


A Vire méthode. — Désignons par x, x°, x, x°,x°, x° les raeines ima- 
ginaires de l'équation. La somme de ces racines plus l'unité étant égale à 


. Zéro, ona 
x-a? -pH a at H a’ H r! Il ns 
Posons 
y =r rit, y= + 2° + x. 
On en déduit 


Viima 
giga} 4Ha at aaa at aI ya. 


Les quantités y sont donc les racines de l'équation 


(2) AOE n S 
Si on pose encore 
Lit Mt, s 
on en déduit 
Li + tF t = y 
Tite Lits -H L8; = Y: = — 1 ~> Yi 
LıXı:l; = 1. 


Les quantités x sont done liées aux quantités y par l'équation 
(B) x* — yx? — (y Liz — 1 = 0. 
La résolution de l'équation proposée revient à celle des équations (x) et (£). 


c) Résoudre l'équation x'"— 1 =0. 
Représentons par x, x?, ... x!° les racines imaginaires ; on aura 


e ai He Hat = — 7. 


Yı = x + T at Lx La, 
ye = x? + x’ -p r xs + a’. 


Posons 


Il viendra 
Yı FH y=— 1, Yyiy= 3, 


et les valeurs de y seront les racines de l'équation 
ÉESE3=0. 
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En second lieu, posons 


LT Tea, Zs = L’, ‘Ma, Ts = 2. 
On en tire 
Bri =yn Ze y t y= l, Durs = l, 
ELLs X, = Ya = — I — Yi, VTL La ls = I. 


Les quantités x et y doivent vérifier l'équation 
a — yat — x -+ x? — (1 +y)x — 1 = 0. 
L’équation donnée se résolvera par deux équations l’une du second ct 
l’autre du cinquième degré. 


d) Résoudre l'équation 
ati r= o0; 


Désignons par x, x°, ... xt? les racines différentes de l'unité et posons : 
ge at at a ai af, 
p= x tax Hat ta Hasta. 

Ce partage des x se distingue par cette particularité que la somme 
des exposants dans chaque groupe est un multiple de 13. On déduit de 
ces égalités 

MPa a QI — 35 
par suite, les valeurs de y seront données par l'équation 
ÿ"+y—3—=0. 

En second lieu, posons : 

z = x + 25 + x 
z: = at 4 r" 4- x". 
On en tire 
Zi H= Yn Zz = 3+ y= 2— y. , 

En remplaçant y, par y, les valeurs de z correspondent à Péquation 

zt — yz — (y — 2) =0. 

Enfin, si Pon pose encore 

sig; a l 
on trouve 


2zi = Zi, Zll = Zs = Yi — Zi, Tills = 1; 
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par suite, les quantités x seront les racines de l'équation 
x — zx? + (y — z) x — 1=0. 


La résolution de léquation xt — 1 =o revient à celle du système 


suivant : 
y +y—3=0, 
z*— yz — (y — 2) =0, 


æ — zx? 4- (y — z) x — I = 0, 
æ—1—0, 


e) Résoudre l'équation 
gi — I = 0, 
Soient toujours x, x°, ... æ!° les racines imaginaires ; posons 
p= 2 at + a at Haat at ate, 
ya = 25 x 6 a Loto EgtiHtr Lys, 
Ici encore la somme des exposants dans chaque égalité est un multiple 
de 17. L'addition et la multiplication conduit aux relations 
ee dt E : mulss | 


et l'équation en y sera 
y +y—4=0. 


Posons maintenant 
a =x- rt p rt Et, 
ge = 2° + gt Ha Lt, 
La somme des exposants dans chaque équation est 34. On en tire 
Z4 + z= y, Zita = — 1; 
donc, en remplaçant y, par y, la relation entre y et z sera 


z? — yz —1—=0. 


Enfin, posons : 
a4 xt =u, x4 ac u. 


Par laddition et la multiplication, il vient 


WU -H u= z, Wu = Ha Hat Lots, 


Or, par les relations précédentes, on trouve 


a Ha Hat at) em — 4 
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u Hu =z, uu, = 43i Hz — y, — 4). 

En remplaçant zı, yı par z, y, il en résulte équation 

u? — zu + 4(2° +z —y— 4) = 0. 
En observant que 

gt! I 
x + mere nt d ee | 


l'inconnue x est liée avec u par la relation 
x? — ux -4 1 =0. 
La résolution de l'équation proposée est ainsi ramenée à celle des 
équations 
VEE norte 
z? — yz — I = 0, 


u? — zu +i (z? Hz y— 4) =o, 
x? — ur- 1 = 0, 


ZT—1—= 0. 


Ce procédé de résolution est dù à Gauss. 
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RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS. 


148. Dans le problème de la résolution algébrique des équations, 
on considère des équations où les coefficients, considérés comme donnés, 
sont représentés par des lettres auxquelles on peut attribuer des valeurs 
quelconques; il s’agit alors de trouver pour l’inconnue une expression 
formée avec ces coefficients et ne renfermant que des symboles algé- 
briques propre à satisfaire identiquement à l’équation. Ce problème est 
très limité; il n’admet de solution que pour les équations des quatre 
premiers degrés. Nous avons vu qu'il existe des formules générales de 
résolution pour les équations du premier degré à un nombre quelconque 
d’inconnues. Nous étudierons maintenant les équations du second, du 
troisième et du quatrième degré. 


$ 1. 
ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ. 


149. Considérons l'équation algébrique du second degré sous les 
formes suivantes : 
xt? 42px q=0, dx -+ 24% +a: = 0. 
Désignons par A le discriminant de leur premier membre; on a 
respectivement : 
A =q — p’, A = ma: — a. 
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Si on transpose le dernier terme après avoir multiplié la seconde 
équation par &o, il vient : 
x? -4 2prt =— q, a2? +24a,a,x = —a,a,. 
En ajoutant aux deux membres d’un côté p° et de l’autre af, les 
équations proposées prennent la forme 
(@+p} =p—q (ax -+ a)’ =a? — at, ; 
on en déduit pour les formules de résolution 


x——p+y—-A, SSRA Wa, 
ao 


Les racines sont donc réelles ou imaginaires suivant que le discrimi- 
nant est plus petit ou plus grand que zéro. 

Dans la plupart des méthodes, on fait usage d’une transformation 
préalable pour simplifier l'équation à résoudre. C’est ainsi qu’on ramène 
la résolution de l'équation complète du second degré à celle d’une 
équation incomplète en posant 


x = y +2, 
y et z étant deux indétérminées; en substituant cette valeur dans 
l'équation 


x? + 2px +q =0, 


on trouve 
PH (HP)+r + ep o. 
Cette équation devient incomplète pour la valeur z = — p, et elle se 
réduit à 
s js dont iaa 
D'où ; 
y=+y—A; 
par suite, 


x =y+z=— p+ V=. 
On arrive plus rapidement au mème résultat par la substitution 
z =—p— u 
qui donne pour transformée 
aia arr A. 
on en tire immédiatement la valeur de # et, par suite, celle de x. 
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On peut encore transformer l’équation à résoudre en une différence 
de deux carrés (N° 151). On doit poser 
a+ 2px +q = (x +p) — È, 
l étant une constante indéterminée. Si on compare les coefficients des 
puissances de +, on doit avoir : p? — È = q; d'où P =p? — q. 
Par conséquent, l'équation à résoudre prend la forme 


(EEPE PEN) =o, 


@+p+Vr—g)(z+p—Vr— a= 
qui fournit immédiatement les valeurs de l’inconnue. 
150. Méthode de Grunert. Étant données deux quantités quelcon- 
ques y et z, il existe entre elles l'identité 


C i 2) —2y(y +2) +y = 0. 


Posons x = y + z; elle devient : 


ou bien 


x? — 2yx + y —2 = 0. 
Si on compare cette relation avec l'équation à résoudre 
2 ape + q=0, 


mp NT 
En remplaçant y par sa valeur dans la seconde égalité, on trouve 


z=+VP i; 


z=y4+ =p Ey pg: 


154. Méthode de Sommer. Afin de résoudre l'équation 


on doit avoir 


par conséquent, 


z? + pr +q =0, 
on pose " 
u I 
"=y Der 


et, elle devient 


u 


u + 1)? u +1 
(=) +apy( ti} +4 =o, 
ou bien, en développant, 


2(y° —4) y’ — 2py +4 
u? —— = u O0, 
tarata Tang +9 
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Cette transformée en u devient incomplète, si l’on prend 


y =v. 


D’après cette valeur, l'équation précédente donne 


e A a E ON PA KA 


24 + 2P 4 p+Va 
Or, la formule de substitution résolue par rapport à u devient 
ane 
en ti 


par suite, l'équation pour déterminer x sera 


EET VIELS, 
p+vVg 1—4 
On en déduit 
soyi ZOVA EV pN, 
Vp—vVi+Vp+vq 
C'est une forme nouvelle pour linconnue x qu’on pourrait ramener 
aux précédentes en simplifiant la fraction. 


452. Méthode d’'Heilermann. Soit l'équation du second degré sous la 
forme homogène 


aTi + 204,2, 2, + ax; = 0. 
La méthode d'Heilermann consiste à déterminer les facteurs linéaires 
du premier membre. Dans ce but, on pose 
aoti ST 24,7%, S a,r raa (ax, à À Br) (774 + dx). 
Si on égale les coefficients des diverses puissances de x, on obtient les 
relations 


2y = lo, að + py = 20, pò = az, 
pour déterminer les constantes «, Ĝĝ, y, d. En ajoutant ces égalités, 
on trouve 
(a +6) (y +3) = a + 201 + aa, 


ou bien, en désignant par s le second membre 


(+p) (y+) =s. 


www.rcin.org.pl 


— 284 — 


Les mêmes égalités donnent encore 


(ad + By)? — 42y -Pò = (aò — py)? = 4 (ai — aa); 


par suite, : 
ad — y ry Ea 
En ajoutant à cette égalité la relation 
að + by = 20, 


að =a, £y a? — aa, by =a, FV ai — aot. 
Puisqu’il mexiste que trois égalités pour déterminer les constantes, 


on peut établir entre elles une relation. Posons 


a+B=y+ 3; 


il vient 


il en résultera 
a+B=y+è— ys. 
Eu égard à toutes ces équations, on trouve sans peine 
apaty —A , apa F y — â 
—= - O , B = ————_—_—_—_—_—_—_—_————— 
ys ys 
y a +a Fy — A 3 a +a: £ py — A 
e] — , — . 
ys ys 
Par la substitution de ces valeurs, on arrivera aux deux facteurs 
linéaires de l'équation, et, en les égalant à zéro, on trouve pour linconnuc 
m č mpap yA 
T2 do + +y — À 
153. Méthode de Clebsch. Soit encore l'équation du second degré 
homogène 


ut? + 2a 2,2; + a,xi = 0. A 
Désignons par ọ la fonction définie par Péquation 
P = (ayı + aiye) di + (ay + asy:) 22. 
Si on élève au carré, il vient 


gè = (ayi + 2008,Y, Ya + aiye) 23 -+ (aiy? + 2a,a,y,y, + ASY) 2 
+2 (aayi + Ao43Y Ye + OUR + a,a,y3) TiTa 
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ou bien, 
ç? an ayi (asi + 2U TT) S 20,Y Ya (aai + ar z, E ats) 
+ ay? (20,22, + ar) HAYT + 2000Y YaTT + Y T 
et, en vertu de l'équation proposée, cette expression se réduit à 


D = (xiy — S21)” (af — aoai); 
on en déduit 
ọ = e (Siy: — yix2) V— A. 


Remplaçons maintenant ọ par sa valeur; on aura 
(aoys + aiy) di + (ayi + asya) £2 F (œiys — yixr)/ — A = 0. 
Enfin, cette équation donne, pour l'inconnue, l’expression 
s _ myi ay FyV—A 
7s ayi + ay: £ y: Yy — A 
La présence de y, et de y: n’a aucune influence sur la racine ; on peut 
leur attribuer des valeurs quelconques. 


g 2. 
EQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ. 


154. Nous allons considérer successivement l'équation du troisième 
degré sous les formes suivantes : 


(1) asx? -+ 34x? + 30:2% + as = 0, 
(2) , z ax -+ bx -+ c= o0, 
(3) as px + q—0. 


On passe de (1) à (3) en remplaçant x par x — = » et de (2) à (3), en 
0 


a 
remplaçant x par x — —; dans les deux cas, le second terme disparait. 


Si on forme le diseriminant sur chacune de ces équations, on trouve. 
respectivement : 
A = 4 (aoa: — a?) (aias — a?) — (aoas — aia), 
A = 4 (3b — a*) (3ac — b°) — (ab — 9c)* 
= į [4 (a? — 3b) — (2a$ — gab + 27c}], 


a= haaa EE) 
$ 27 q + 4 27 
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Proposons-nous d'abord de résoudre l'équation incomplète 


25 + px +q = 0. 
Posons : 
(4) x=y +z; 
en substituant dans l'équation, on trouve 
(5) + + EN ia p)(y +2) += 0. 


On fait disparaitre le terme du milieu en établissant entre y et z la 
relation 


(6) 3yZ+p—0, ou yé——À; 
par suite, on a les égalités 
3 r at a 325 — — LM ' 
ie Y se 


Les quantités y* etzř sont donc les racines de l’équation du second 

degré 
| p 
$ u — — = 0. 

(7) CrP 

Cette équation qui sert à la détermination de y et z pour arriver à la 
valeur de x se nomme réduite ou résolvante dé l’équation proposée, 
Appelons R son diseriminant ; on aura 


-- (E 


il ne diffère de A que par un facteur numérique. En résolvant l’équa- 
tion (7), on obtient 


(8) PTE R, Ty R 


Par conséquent, en extrayant la racine cubique des deux membres, la 
valeur générale de linconnue x se présentera sous la forme 


amet / -14V i+ VR 


ou bien en remplaçant R par sa valeur, 


say -ty Ey -iy EE 
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Cette expression est connue sous le nom de formule de Cardan; elle 
exige quelques explications pour être bien comprise. Observons qu’elle 
contient deux radicaux eubiques dont les valeurs dépendent des équa- 
tions binômes (8). Désignons par A et B deux racines de ces équations, 
et par 1, &, a°? les racines cubiques de l'unité; les valeurs de y et de z 
seront respectivement 

A, Aa, Aa; B, Ba, Ba. 


Si on les combine deux à deux par addition, on arrive à neuf valeurs 
pour l’inconnue x; mais, elles se réduisent à trois en vertu de la relation 


JT: 


3 
c’est-à-dire que le produit des deux parties qui composent x doit être 
réel. Supposons que les valeurs A et B satisfassent à cette condition et 


que l’on ait : 


ABm—E. 
3 


En remarquant que 2° = 1, les seules combinaisons à prendre sont : 


= À + B, 
x: = Aa -+ Ba, 
t= Ac -+ Ba. 


Toute autre combinaison donnerait, pour les deux termes de x, un 
produit ne renfermant pas «ë = r, et, par suite, la condition précédente 
ne serait pas satisfaite. 

Supposons que le discriminant A de l'équation du troisième degré soit 
négatif; il en sera de même de R, ct les seconds membres des équations 
(8) seront réels. On prendra, dans ce cas, pour A et B les valeurs arith- 
métiques des radicaux cubiques ; la première racine s, sera réelle, tandis 
que les deux autres restent imaginaires à cause de z. 

En second lieu, si A = o, on a aussi R= 0; les deux équations (8) 
se confondent et l’on a : A = B; par suite, 


tı =2Å, T= Åz -+ Aa? = — A, x = Au Aa = — A; 


car, -+ a? = — 1. L'équation du troisième degré admet done alors 
trois racines réelles dont deux sont égales. 

Il ne reste plus à considérer que l'hypothèse où A > o; elle devra 
correspondre au seul cas que peut encore présenter l’équation du 
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troisième degré, celui où elle possède trois racines réelles inégales. Les 
valeurs de y et de z déduites des relations (8) seront imaginaires, mais, 
à cause de yz = it » leur produit est réel, et y et z doivent être des 


quantités complexes conjuguées. Si l'on prend pour y les valeurs 


luby =i) (mbya (a by i)a, 


celles de z seront de la forme 


a >by =i} (i >b yY =a; (— by = i)a, 
et le coefficient b, ne peut pas être nul. I vient pour les racines 
a = 4 -bı TEE E EN AEE I, 

da = (ai + b: V— 1) œ + (as — bi V/— 1) #4, 
3 = (as + bi 3) at ab — 1) a; 
ou bien, à cause de: a -+ a? =— I, « —& =y — 3, 
Ti = 20; 
La = — lı — bı V3, 
Ti—— Ai + bı V3. 

Par conséquent, les trois racines sont réelles et inégales. 

155. Cas irréductible. Nous venons de voir que dans l'hypothèse où 
A > o, les trois racines de l'équation du troisième degré sont réelles; 
or, c’est précisément alors que la formule de Cardan se complique 
d'imaginaires, et elle est impuissante à fournir les racines; on n’est pas 
encore parvenu à faire disparaitre cette imperfection. Afin de calculer 


les racines, il est nécessaire d'employer une transformation trigonomé- 


trique, On pose d’abord les égalités 
tte ol a A 7 Qi 
P COS p= — LR us p? sin? ọ 


qui donnent pour + et p les valeurs réelles 


cuil LT Se l 
p= 27 cos ọ = z 
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Il faut remarquer, en effet, que la condition A>0 revient à 


=, M2 
E F A iS 
et p doit être négatif. 


D’après les valeurs posées, la formule de Cardan prend la forme 


5 
z=V pesg +y — 1psin + V p cos ọ — y — 1 psin ọ. 


On en déduit 
ACTE sin EET) 
H(i art) 
c’est-à-dire, 
g = 2V cos etem . 
En posant k = 0, 1, 2, il vient pour les racines 
Z = 2? cos : , 


Le = 2ÿe cos (£+ 120°) , 


£s = 2% pcos (£+ 240°) > 
ou bien, 


Tı = aV peos $, 
t = — a% cos( 60° —?) , 
y 4 
Ts = 24/0 cos Ce . 


Ces valeurs sont réelles et calculables par logarithmes. 
Ainsi pour l’équation 
x — 3141 =0, 
on a d’abord 
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Ensuite, 
Tı = 2 00S 40° = 1,5320888, 


La = — 2 COS 20° == — 1,8793852, 
xs = 2 cos 80° = 0,3472964. 
On s'assure de l'exactitude du calcul en faisant la somme des racines; 
cette somme doit être zéro ou voisine de zéro. 
866. Lorsqu'on connait une racine de l'équation, il existe une formule 
pour trouver les deux autres. D’après la formule de Cardan, si on pose 


il vient 
n =y+ z3, t= ya + za’, xs; = yat + za. 
Or, 
SINE aN 
2 2 
par suite, 


+z, y—z — 
n= 4 V—3, 


2 
c’est-à-dire que ces racines seront données par la formule 


— į [x + (y — zy — 3]. 


Supposons que la racine x, soit connue; par les valeurs de y et de z, 


on trouve 
5 
dog di A + += y——À, 
et comme 


gx yt 
D AT +-2ÿ2, 
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il vient 


3 / 4p° 
324 Pr pr 
2pai+3q 
En substituant, la formule propre à donner les racines x, et x; sera : 
“ie (—: VI Far e z): 
2P% + 3q 
L'équation du troisième degré ayant toujours une racine réelle, après 
lavoir déterminée, cette formule donnera les deux autres, soit réelles, 
soit imaginaires. L'équation 
x5 — 7x + 6—0 
admet une racine x, = 2; l'application de la formule conduit à x: = 1, 
Ts = — 3. 


157. Soit maintenant l'équation complète 


x + ax? + bx -+c =o. 


On en tire 


y t= 


Si on pose 


elle devient 
x +pa+q=0 
a? — 3b 
3 
On peut appliquer la formule de Cardan pour déterminer x’. En se 


rappelant que 
= $ [4 (a* — 3b)5 — (205 — gab + 27c)*] 
on trouve pour l’expression générale de l’inconnue 


s=— hay — 30 — 006 + 276) HZA 
+y —5 a — on + 270 A. 


où 


rs Gi 


» q — >" (a0s — gab -+ 276). 
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La méthode employée pour l'équation incomplète s'applique aussi à la 
résolution de l'équation 


a + ax? +- bx + c = 0, 


en y apportant une légère modification. On pose 
a 
x-+-=y+4 z. 
3 
Si on élève les deux membres à la troisième puissance, il vient 
AA a a 
FR nee A rer re 
3 27 3 
ou bien, 
a° aÿ 
sur + (© — sus) a + (Loge y 8) — 0. 
3 27 
Par la comparaison de cette équation avec la proposée, on a 
a? b ař 
_—— — mea E ee 
> 3y2 5 ayz — yž — 7 = c; 


d’où on tire 


u 


3— 3b - T 
yz = ge e i E SRRAAON 


par suite y° et 2° sont les racines de l'équation 
I I 
u? — (2aë — oab DE PS T 
+3 (205 — gab 270)u + (at — 36) = 0 


qui est la résolvante cherchée. Soient w,, uz ses racines; les valeurs de y 
et de z se déduisent des équations binômes 


y= tu, 2 = tú, 
et, en les représentant respectivement par 
Y, AY, «y; Z, az, az, 
on doit les combiner de manière à satisfaire à la relation 


a — 3b, 


y= 
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on obtient ainsi pour les racines 


=" +y+3, 
3 
4 
coin 5 Mal 


ts = me K ay + az. 


Nous avons vu que A = o est la condition pour que l'équation du 

troisième degré 
a +pz+q=0, 
admette des racines égales ; elle ne peut avoir une racine triple que dans 
le cas ou p et q sont nuls; la racine triple est alors égale à zéro. Cher- 
chons les mêmes conditions pour l'équation complète. Si elle admet une 
racine triple, on peut poser 
25 az? 4- br + c = (2 + p) = 25 + quart HE gute bus; 
d’où résultent les égalités 
a—3p, b=3u, cp. 

En éliminant v entre les deux premières, on trouve 
(Q) ; a — 3b =0, 
et comme 

A — $E (a? — 3b) — (24° — gab + 270)°] = 0, 

il faut aussi que 
(t) 2ař — gab + 27c = 0. 

Les relations (t) et (t') sont les conditions cherchées. 

358. Méthode de Lagrange. Désignons par x, £2, xs les racines de 


l'équation 
x3 -+ ax? -+ bx + e = 0, 


y = (ea + ax), 
les quantités 1, %, x? étant les racines cubiques de l'unité. L'expression 
entre parenthèse est susceptible de prendre les six valeurs suivantes par 
l'échange des racines 


xı -+ ax Has, X-H ats Ham, ds + ax H axe, 
Xi H axs + a't, Xa- ax Has, xs- at: + ax ; 


et posons 
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mais, à cause de 
Tr, d'a, 

on a les égalités 

di + ax: + os = q (£a -A axs -A atx) = a? (£s + aw Æ ax), 
ainsi que 

(£ -H ALa + a?x5)5 = (aa + ATs -j atx)? = (£s + ax: -+ a’). 

Il en résulte que les trois premières expressions ne donnent qu'une 
seule valeur pour y; on démontre de la même manière qu’il en est ainsi 
pour les trois autres. L’'inconnue y n'ayant que deux valeurs distinctes 


dépendra d’une équation du second degré que l’on peut former par les 
relations entre les racines et les coefficients. Prenons pour y, y+ les valeurs 


yi = (X1 4 ax: Lots), ya = (£1 4 2T: + aas). 

Si l’on tient compte des relations 1+a+a=0, a= 1, «=, ete., 

on trouve facilement 
YY = [2i H 23 H 23 — (2,2, F 2,2 + 22)? 
= [(21 de os) — 3 (aude A L12 -+ LT), 
c'est-à-dire, 
yy: = (a° — 3b). 
Ensuite, 
Yı FY = 2 (21 + ai + 23) — 3 (212, F aix, F aix, + ais, 
H air, H air.) H 122,28, 
= 2 (ai dans) — 9 (X1 res) (1l -A LX + Lals) + 27218283, 
ou bien 
Yı Y: = — 2a + gah — 276.. 

L’équation du second degré qui donnera les valeurs de y, et de y: 

sera donc : 


y? + (205 — gab + 290) y + (a? — 3b) = 0 : 
c’est la résolvante de l’équation proposée. Connaissant y;, y2, on aura 
les trois relations suivantes pour déterminer les racines 


Lite + Ts = — a, 
zi + aas + atts = V yn 
tı + dt + ats = j yz. 
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On en déduit 


antn e, 
k < 


nanten, 
3 

Vnt na, 
3 


Soit à résoudre l'équation 
@5 — 6x? — 12% — 112 = 0. 
On obtiendra pour la résolvante 
y? + 1944 y + 373248 — 0 
qui admet les racines : — 216, — 1728; par suite, 
y y=—6, y J= — I2, 
et par les formules, on trouve 
Li = — 4, = 5+y—3, Ts = 5 —y—3. 
259. Méthode de Bezout. Étant donnée l'équation 
a+ px + q = 0, 
considérons la substitution 
x = ziy + zay? 
où y est une racine de l'équation 
` 10; 
et zı, za deux quantités indéterminées. Si on multiplie la valeur de x 
successivement par 1, y, 4°, il vient les relations 
£ — Zy — Z4? = 0, 
xy — Zy? — z2: = 0, 
zy? — zı — ZY = 0; - 
^ et, par l'élimination de y et y?, on trouve 


DA + clé 


T — Zi, ig = 0, 
+ a g — XL; 
nest SE © x 
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ou bien 
a — 37,2,2 — (zi + z}) = 0. 


En comparant cette équation à la proposée, on a les égalités 
P 
namh Hegi 


par suite, les quantités zÿ et zł sont les racines de 


5 
+ qz — =o 
27 


qui sera la résolvante de léquation. Après avoir déterminé z4, 22, il reste 
à substituer successivement dans la formule 


z = ziy + zay? 
les racines 1, &, «? de l'unité. Il vient ainsi 
Ti = Z =- Z2, 
La = 42, + a’Zs, 
Ts = q?z, + atz = az + aze 
Si l’on multiplie respectivement ces formules d'abord par 1, «°, &, 
ensuite, par 1, æ, ° et si l’on ajoute, on trouve 


z = : (xı + axs Los), z: =- (24 + 4t: 4 ax); 


I 

3 

ce sont des valeurs analogues à celles de y de la méthode de Lagrange. 
160. Méthode de Grunert. Afin de résoudre l'équation complète 


x3 -4 az? + bx +c = 0, 
x=y+z+t; 


yt: + tay teteb tH HAE o. 
D'un autre côté, entre trois quantités quelconques y, z, t, il existe 
l'identité 
@+z+Y — aly +2z+ PE 34 xt) (y +2 +0) 
— (y Has H t — 3yzt) — 0. 


Par la comparaison de ces relations, on doit avoir les égalités 


posons 


on aura 


y= E pasi, y3- z LE — gyet = e. 
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I a 
zt =- (a — 3b), 3yzt = —- (a? — 3b 
Aa 3b), 3y À 3b), 


g+= — 7 (at — gab + 276); 
et, comme 
I I 
ZE = d DEN 3b $= pr 2 3b)s, 


les quantités 25 et tř seront les racines de l’équation du second degré 


u? + (es — gab + 276) (0 — 3b} = 0. 


Désignons par w,, u: les racines de cette réduite; les valeurs de z et 
de t devront se déduire des équations 
Ru, (= ta, 
et on peut les représenter respectivement par 
E GE ak ba ds at 
Si on les combine deux à deux par addition en tenant compte de la 
relation 


I 
gt== à (a? — 3b), 
on arrive aux expressions suivantes : 
a 
xı =—--4 z+ t, 
3 
a 
Xa Taart at, 
a 
La ann LL Gui at. 


161. Transformation du premier membre en une somme de deux cubes. 
Considérons l’équation complète sous la forme 


aot? + 3a4x? — 30:2% La; = 0, 
et proposons-nous de déterminer quatre quantités m, n, À et p de 
manière que le premier membre devienne 


m (x — 2) -+ n (x — u)’ 
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En égalant dans les deux fonctions les coefficients des mêmes puis- 
sances de x, on trouve les relations 
m-n — t = 0, 


t) Ìm -} un + u, = 0, 
( lm + pôn — a = 0, 
Am + pin + as = 0. 
Éliminons m et n entre les trois premières; il vient 


I l =q | =0, 


ou bien 
ashu + ai(À + u) + us = 0. 


De même, éliminons ìm et pen entre les trois dernières; on trouve encore 


I I Q; = 0; 
À p —a 
22 p’ a; 


c’est-à-dire 
alu + a(l + u) + as — 0. 


Ces deux nouvelles égalités conduisent aux valeurs suivantes : 
LE 7 ne E 


et les quantités À et w satisfont à l'équation du second degré 

(aa, — a?)z? + (apa, — a,a.)z + (aa; — ai) — 0 
qui est la résolvante du problème. On peut remarquer que son discri- 
minant est le même que celui de l'équation proposée. Connaissant let, 
les deux premières égalités (k) donnent 


mateta MES : 
pb — À u — À 


2 
aol; — 44, tent 


z 2? 
agt, — a} aa, — a} 


Les autres relations (k) fourniraient pour m et n des valeurs équi- 
valentes. Le premier membre de l'équation se trouve done ramené à la 
forme 


a+, 5 où + a 
BEEE aE 


x — u), 
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au moyen d’une équation du second degré. Cette réduction résoud l'équa- 
tion du troisième degré, lorsque À est différent de u, c’est-à-dire, lorsque 
le discriminant de la réduite n'est pas égal à zéro. On a, en effet, 


LL das mla ORLE à PE a Y AEREAS 
PR (x — 2} PE (x — y) = 0, 


et, en désignant par C la quantité 


doà + a; 
ay + Qi 


cette équation se réduit à 


x — À 5 — 
es Ce 


Par conséquent, l'expression générale de l’inconnue x sera 
5 ,— 
g m a à AG , 
1—yC 
5 ,— 3 35 ,— 
Les trois racines correspondent aux valeurs p/C, «y/C, a}/C. Appli- 
quons cette méthode à l’équation 


425 + 9x? + 18% + 17 =0. 
On trouve, pour la résolvante, 


r+? etre 0. 


Elle admet les racines : 
Am}; pum— 3 
On en déduit ensuite 


m=i, n—=+ 


mla 
. 


Donc, le premier membre est égal à 
TEH HiH =i eH 1) HEH 3). 
Les racines s’obtiendront par la résolution de l'équation binôme 
(2 + 2) L 
x +3 si 


162. Méthode dite Regula falsi. Désignons par zı, z: deux quantités 
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réelles; les différences x — zı, £ — Za représenteront les écarts de z, et 
de z: par rapport à x. De même, si l’on pose 


F (x) = ax + 341x? -+ 30x -+ as —0, 
F(z1), F(z2) représenteront les écarts des résultats par rapport à zéro. 
Cela étant, prenons 
x — zZ Zi — zu 


=u, OÙ L— 
T— 23 I1— u 


En substituant dans léquation, il vient 


Go(zı — Zu) + 3a: (zı — zau)* (1 — u) 


+ 3a2(21 — zu) (1 — u} + a(1 — u) = 0, 


ou bien, 
F(z2).u5 — [(a,zi -+ 24122 + ao)zı -+ a12} -+ 20272 + as] 3u? 
-+ [(@oz} + 20121 -+ a:)z: + uiz? -+ 2022, + as]3u — F(z) = 0. 
Egalons à zéro les coefficients des termes du milieu; on aura 

(aoz; + 20172 -+ ao)zı -} aiz} 20222 + as = 0, 

(aoz? + 24171 H ua)z: + aiz? + 20:21 + a; = 0. 
Si nous retranchons ces équations membre à membre, on trouve, en 
divisant par ze — zı, 


GoZiZ2 + a (zı + z2) + ü: = 0. 


Multiplions encore celle-ci par z: et retranchons-la de la première; il 


vient aussi 
Qiziz: ++ a(z, + 2e) + as = 0. 
Ces deux dernières relations donnent 


Aos — A12 a? — uts 


Z1 Lam ———— 13 = : 
LS a; — Gode a? — aotz? 


par suite, les quantités z,, z2 vérifient l'équation 
(a? — ajas)za -+ (aia: — a 5@5)z + a$ — aas = 0. 
Donc, si l’on prend pour z, et zx les racines de cette équation, la 


transformée se réduit à 
F (z:) uš — F (z1) = 0, 


F (z) VE), 
ET TER 


d’où on tire 
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où l'on doit remplacer k successivement par 1, g, «è, L'expression 
générale de l’inconnue x se déduit de légalité 


ce sera : 
ATADEL TA) 
VRG) — kY) 


On aurait pu procéder autrement et arriver à la même réduite. En 
élevant au cube légalité 


z — z = u (£ — 22), 


et en ordonnant par rapport à z, on trouve l’équation 


P (EE) (ÈS ASE ) 2 HE o, 


La comparaison de cette équation avec la proposée écrite sous la forme 


spie + Pr Emo, 
0 0 


conduit aux relations suivantes : 


> 5 
js asta doži — 4, aa, 


Gola Ha, ož — 0 ba ita +a, 


Elles donneraient la même réduite. Nous voulons seulement faire 


F (24) 


remarquer, qu’au lieu de F(a j’ on peut prendre l’un quelconque de 
2 


ces rapports, et poser, par exemple, 
PATENT Var F a + a; 
Va: Ha -} a 


l'expression de x est alors 


PATATE TELCEL 
Vunt a — kynn Fa 
Nous avons trouvé précédemment 
(z — 21)" _ F (21) 


uš = =; 


(£ — 3%) F(z) 
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Cette relation exprime que les écarts des résultats sont entre eux 
comme les cubes des écarts des nombres substitués. Enfin les égalités 


3 
Tı — 2ı ao% + a; ad. oA ani Hu 
—— 1 œ2 Aile) Pets 4 
Li — Zs Go%2 + da Le — mi Aože TARY T 
£s — ži CTET aozi +a u 
=? 
Es — Z: dote dot + a a 


conduisent aux relations suivantes entre les écarts des valeurs de z et les 


racines 
Li — Z: ¿%2 — 71 Ts — Zi 
— = Q — — — o 
Xi — Z2 L: — La Ts — Z2 


$ 5. 


ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ. 


263. Proposons-nous de résoudre l'équation algébrique du quatrième 
degré sous l’une des formes 
aux" + 40 1x5 + baez? + asx + a; = 0, 
xt + ax? + ba? Lex Ld=0, 
xt + pr Lgzx—r=o. 
Nous avons vu précédemment que le discriminant de la première a 


pour valeur s i 
A=’ — 27); 


où 
i = Qol, — 441s + 303, 
j = ao 20, -+ 2010205 — a0} — a40} — ai, 
et ces deux expressions sont les invariants du premier membre. Si on 
néglige un facteur numérique, on peut prendre pour le discriminant des 
deux autres 
A = 4 (b? — zac + 12d)? — (72bd + gabe — 270° -- 27a°d — 2b%)°, 
A = 4 (p° + 12r) — (— 2p" + 72pr — 279°). 
En représentant encore par à et j les expressions des parenthèses, on aura 
A = 4iù5 — ÿ?. 
Considérons d'abord l’équation incomplète 


at pa? L gx br =o. 
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ll existe une méthode très simple pour la résoudre, et que l’on appelle 
méthode de Descartes ; elle consiste à décomposer le premier membre en 
un produit de deux trinômes du second degré. On pose, comme point de 
départ, 

xt +- pa? + qx + r = (x° + ux + v) (x? — ux + t), 
u, v et t étant des coefficients indéterminés. On écrit Lux dans le premier 
trinôme et — ux dans le second, afin que le terme en x* ne se trouve pas 
dans le produit. En développant et en égalant les coefficients des mêmes 
puissances de æ, on trouve les relations 


tr =p w, t~ v—1, = Tr; 


par suite, 


La substitution de ces valeurs dans la troisième conduit à l'équation 

u’ -+ 2put + (p? — 4r) u? — q = 0 
qui est du troisième degré par rapport à u*; c’est la réduite ou résol- 
vante de l'équation proposée; le dernier terme étant négatif, elle admet 
toujours une racine positive. Soit w? — k? cette racine; on aura u = + k; 
en portant la valeur + k dans les relations précédentes, on en déduira 
v et t; par conséquent, les deux trinômes seront complétement déter- 
minés. Si l’on prend u = — k, les valeurs de v et de ¢ ne font que 
s’échanger entre elles, et le résultat reste le même. Après cette détermi- 
nation, les racines de l’équation du quatrième degré s’obtiendront en 
résolvant les deux suivantes : 


x? -+ ux v=o, x’ — ur +i—=o. 
Ainsi, pour l'équation 
xt — 10x? — 20% — 16 = 0, 


la réduite est: 
uë — 20u* + 1644? — 400 = 0. 


Elle admet la racine «u°? = 4; en prenant u = 2, on trouve v = 2, 
t = — 8; il faudra donc résoudre les équations 


x’ -+ 2x 42 =0, T’ — 2% — 8 =0 
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qui donnent les quatre racines 


—1+V —2 1 1, 4» —2: 
Désignons par «°, 8°, y? les racines de la réduite; on aura 
a? + p -+ y? = — 2p, afp - q. 
Prenons 
u—a et g=apy. 


Si l'on tient compte de ces valeurs, le premier trinôme peut s’écrire 


tas +i(ptat fat ar (at 6 7 afr): 
En l’égalant à zéro, on trouve pour les racines 


et, p 2E, 


Une transformation semblable sur le second trinôme donnerait aussi 


PUR a R a T 
2 2 
Les racines de l’équation du quatrième degré se trouvent ainsi expri- 
mées au moyen des racines de la réduite; ce qui va simplifier la discussion. 
Supposons que æ soit la valeur positive de yx’, «? étant la racine 
positive réelle qu’admet toujours la réduite. En vertu de la relation : 
afry = q, si les deux autres racines ° et y? sont aussi réelles et positives, 
on devra prendre pour f et y des valeurs de même signe, lorsque g est 
positif, et de signes contraires lorsque q est négatif; d’ailleurs, les quatre 
racines sont évidemment réelles. 
Supposons que f* et y° soient réels et négatifs; posons 
B—— m’, jic — n’; 


par suite, on doit prendre 
B=+tmy—1, y=+nry-—', 
si q est négatif, et 
b= myr, y= En V—1, 
si g est positif. Les quatre racines de l'équation sont alors imaginaires. 
Supposons, maintenant, que {?, y? soient imaginaires, et posons : 


B = p (cos 04y — 1 sin 0), y = p (cos 0 — y — T sin 6); 
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il viendra 
(i W: 8 => 0 
P= t p(c0s2 VZT sin). =+ p(eos$— V55 sinf)» 


où il faut prendre les mêmes signes ou les signes contraires suivant que q 
est positif ou négatif; dans le premier cas, la somme 5 + y est réelle et 
la différence 6 — y imaginaire; dans le second, la somme B+ y est 
imaginaire et la différence B — y réelle. Par conséquent, dans ces deux 
hypothèses, il y a toujours deux racines réelles ct deux racines imagi- 
naires. 

Enfin, supposons que deux racines de la réduite soient égales, et pre- 
nons ĝ? = y*; on aura : 5 = + y et deux des quatre racines sont égales. 
Dans ce cas, le discriminant de la réduite est égal à zéro; or, si on le 
forme, on retrouve le diseriminant de l'équation du quatrième degré; 
donc, 

4(p? + 12r) — (— 2p° + 72pr — 279°) = 0, 
ou bien, 
4i — j? Da0 
sera la condition pour que l'équation proposée ait deux racines égales. 

Lorsque les trois racines de la résolvante sont égales, on a : « — b=}, 

et, par suite, 


3% æ œ 
Lis V———, =, Li —-: 
2 2 2 2 


L'équation du quatrième degré possède donc une racine triple. D’après 
la théorie de l'équation du troisième degré, on doit avoir, dans ce cas, 


p+12r—0, 2p5— 72pr +270 — 0, 
c’est-à-dire 
=o; j—=0. 

Il résulte de cette discussion que, si le diseriminant A de l'équation 
proposée est positif, il y aura quatre racines réelles ou quatre racines 
imaginaires, parce que la réduite admet trois racines réelles; si A est 
négatif, il y a deux racines réelles et deux racines imaginaires. 

164. Plusieurs méthodes reposent sur le même principe que celle de 
Descartes. Ainsi, dans la méthode de Ley pour résoudre l'équation 
complète 

xt -+ gas + bat -+ ces + d —0, 
21 
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on suppose l'équation décomposée en ses facteurs du second degré : 
m? — (a+ 22) £ Ham = 0, 2 — (Xs +2.) x + TT, = 0, 
Li, La, Lz, La représentant les racines. On pose ensuite 
(ei + a) (£s + x.) = z; 


comme 
(ia) + (a+ m)= — a, 
il vient 
mbam=—t(a—pa 4), sta — (a+ pa — 42). 
D'un autre côté, on a aussi 
XXa -A X52, + (ai F Ge) (23 +24) = h, 


itx; = d, 
c'est-à-dire, 
Lı + LsL = b a 


Xixa. LT = d, 
et, par conséquent, 
xiz: = $ 0—24 yb — 2) — 4), 
aus à (0 — 2 — yb — 2) — 4d). 
Mais, on sait que 
Dita (Ls A X4) + Esa, (X1 + 22) = — c; 
en y substituant les valeurs précédentes, il vient l'équation 
G— a+ y — 2) — 4d) (a + a — 42) 
+ (b— 2 -yb — 4d) (a — ya — 43) =e 


2a (b— 2) + 2 /(b— 2) — 4d. y a — 43 = 40. 
Si on divise par 2 et si on fait disparaitre le radical, on trouve 
(a? — 43) [(b — 2)? — 4d] = [a (b — 3) — 2e}, 
c’est-à-dire, 
25 — 2bz? + (b? + ac — 4d) z + (a*d — abc + €?) = 0. 
C'est la résolvante ; elle admet toujours une racine réelle; connaissant 
celte racine, on en déduira les valeurs de 


ou bien 


Li H Ea, As Ligy Mia, Lst, 
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et les deux trinômes du second degré seront complètement déterminés. 
De même, pour résoudre l'équation 


F(z) = aox° + 4aix* -+ 6a:x° + 4asx + a, = 0, 
posons avec Clebsch, 
F (2) = (aux + 2piz + y1) (212° + 2fax + y). 
Après avoir développé ce produit, on égale les coefficients des mêmes 
puissances de l'inconnue et on trouve les égalités 


die = Aos 
aß: + Bia: = 20, 
aiya + 4bib2 + aay: = bas, 
Biya + yib: = 205, 
VER 04e 
Soit, maintenant, 
Ay: + pins = 202 -+ 4), Bibe =ar — À. 
On sait par la règle de multiplication des déterminants que le produit 
Gi ag O |e] a ai © 
Bı CA o z CA Bi o 
A. © A; S 
a pour expression 
Xia + Aiar, Abe -+ aapi, dia + gji 
Pias + Pnau Pipet Bibe Piye + Bay: 
yasta be + pbs pie ip 
et qu'il est identiquement nul. Si on remplace les éléments par leurs 
valeurs, on trouve l'équation 


CA ai as + 21 | = 0, 
a; 0: — À ds 
a: + 2À as a; 


ou bien 

45 — (aoa, — 4010s + 30%) À+-(aoaza, +-2a1a:a; — a04? — aa? —ai)—0, 
c'est-à-dire, 

445 — ii + j =o. 


TE 2° 
RE TE 


: P A 
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Cette réduite est très remarquable; elle renferme comme coefficients 
les invariants + et j du premier membre de la proposée; de plus, la 
seconde puissance de l’inconnue manque et on peut lui appliquer immé- 
diatement la formule de Cardan. On l'appelle réduite normale de l’équa- 
tion du quatrième degré. Ball a démontré que toutes les autres résolvantes 
peuvent toujours s’y ramener. Avec une racine réelle de cette équation, 
on pourra déterminer les coefficients des deux trinômes. 

Pour l’équation incomplète 


F(z)= xt + pa? + qx +r =0, 


on arrive également à une réduite semblable en posant : 


Après avoir effectué le produit, la comparaison des coeflicients dans les 
deux membres donne les relations 


DS Donc 


uv =r, 


Si on élimine v et v, on arrive à la résolvante de Descartes 
— 2p\° — 2p \!? =£ 
(+) + 2p (=?) L (p? — 4r) ( P)— q= o, 
3 3 3 
et, en développant, il vient équation 


ys — 3P rar)y +(—2p°+72pr— 279) = 0, 


c’est-à-dire, 
y —3ÿ +0; 
c'est la résolvante cherchée. 

465. Méthodes basées sur la transformation du premier membre en 
une différence de deux carrés. Nous avons démontré que le premier 
membre d'une équation de degré pair est susceptible de se ramener à 
une différence de carrés et, en considérant l'équation du quatrième 
degré, nous avons exposé une méthode de résolution de cette équation. 
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Plusieurs algébristes ont employé un artifice particulier pour arriver au 
même but. En premier lieu, dans la méthode de Ferrari, afin de résoudre 
l'équation complète 

xt ax’ + bx’ + cx + d—0, 
on écrit d’abord, 

x’ + az? = — bx? — cx — d, 


et, en complétant le carré au premier membre, on obtient 
id pad = E Gng +) x? — cx — d 
x + z F cx ; 


Il faudrait maintenant transformer aussi le second membre en un 
carré. Afin d’y arriver, designons par y une quantité indéterminée et 
ajoutons l'expression 


” 


ate)” 
Ca me ar à 
aux deux membres; il vient ainsi 


CSN EC EEE) 


Pour que le second membre soit un carré, on doit avoir 


(Le) (LE 54) 40 


En développant, on trouve l'équation du troisiéme degré 
y5 — by? + (ac — 4d)y — d(a? — 4b) — = o. 
Soit y, une racine de cette réduite ; équation du quatrième degré sera 
ramenée à la forme 


mis T 


(SEC) ET Le 


celle-ci se décompose immédiatement en deux trinômes déterminés du 
second degré qui, égalés à zéro, donneront les quatre racines de la 
proposée. 

Dans la méthode de Lebesgue, pour résoudre l'équation 


F(x) = xt + px? Æ gx +r = 0, 
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on forme immédiatement la différence des carrés en introduisant une 
quantité indéterminée y; il y a en plus une quantité supplémentaire que 
l’on égale à zéro. On pose 


F(x) = [++] [ue — Lot +] 


Le premier membre se trouvera transformé en une différence de deux 
carrés, en déterminant y de manière à satisfaire à l'équation 


r—ip+ + Lo, 
4 4y 
ou bien 
ÿ° + 2py° + (p° — 4r)y— 9 E 
c’est la résolvante de Descartes. Elle admet une racine réelle positive yı; 


par suite, la résolution de la proposée revient aux deux équations du 
second degré 


2 + que + + Vi) 0 


I 
ysti otym 


Enfin, considérons encore l’équation du quatrième degré sous la forme 
F = aox + 40T? + Gasx? -+ 445% + a; = O, 
et soit ọ une fonction de x définie par légalité 
Ọ = ax? + 24% +- a: + 2y 
où y est indéterminé. On aura 
Q? — al = 4 (a? — aot, + a,y) 1? + 4 (0,0, — 4,0, + 2a,y) x 
+ (a, + 2y)? — a,a,. 
Posons 
R? = 4 (a; — a,a, + a,y), 
S—2(a,a, — 4,8, + 24,9), 
T? = (a, + 2y) — a,a,. 
L'égalité précédente devient : 
(k) gt — F = R? + 2Sx + T’, 
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et le second membre sera un carré parfait avec la condition 
RIT? — S$? — 0, 

c’est-à-dire, 

(ai — aa, + ay) [a + 2y)? — aça,] — (aa, — ot; + 20,9) = 0, 
ou bien, 
4y* er (aa, — 44483 + 34;)y + 404,4, ET 24,4,4; — 454; —4,4i +5: a = 
que l’on peut écrire 

‘anti RU end 

c’est la réduite normale. D’après cette condition, le second membre de 
la relation (k) est un carré parfait et l’on a : 


p° — aF = (Rx -+ T}, 
d'où 
“F = ọ° — (Rx + T}. 
Donc, l'équation F = o revient aux deux suivantes : 
g+Rs+T—0, 
p—Rz—T—0o. 
Le discriminant de la réduite ne diffère que par un facteur numérique 
du discriminant A = à — 27j* de l'équation du quatrième degré. Par 
conséquent, si 
ë= 2 >o 

il y a quatre racines réelles ou quatre racines imaginaires; si 
=a <o, 

il y a deux racines réelles et deux racines imaginaires ; enfin, si 
iš — 27j° = 0, 


il y a au moins deux racines égales. Lorsque l’on aà la fois i = 0, 
j= o, les racines de la réduite sont nulles et l’équation du quatrième 
degré admet une racine triple. 

166. Méthode d'Euler, Afin de résoudre l'équation incomplète 


a pr! + qz +r =o, 
posons 


s= u + v+uw. 


www.rcin.org.pl 


— 512 — 


En élevant au carré, on trouve 
g? = u? + t? + + 2 (uv + uw + vw), 
a? — (u? + v? -+ w?) = 2 (uv + uw + vw). 
En élevant encore au carré et en transposant, on arrive à l'équation 
at — 2(u? v? + w’) x? — 8uvwx + (u? + v’ -+ w’)? 
— 4 (uv? -4 utw + vwt) = o. 
Si on identifie cette équation avec la proposée, on obtient les relations 


— 2 (u + t + w) = p, 


— Buvw = q, 
(u? + v? -j w?) ts 4(u?v? + uv? — vw?) =r. 


On en tire 


u? 2 EPOR 2%? 24? sp —P'—4 22? RS 
uv? -H w= S wv -Huw -How z ua ” 


ou 


? 


par suite, les quantités u*, v?, w? sont les racines de l’équation du 
troisième degré 
EE AE 4 SA 
S E E. NS EE : ras 
Soient 41, Y2, ys les racines de cette réduite; on aura 
u=+ y, v= Ep y, w= yy: 


La valeur de l’inconnue se présente donc sous la forme générale 


s=+yy EVE Vy; 
c’est la formule d'Euler, 


Afin d'écrire l'expression des quatre racines, il faut combiner les 
signes de w, v, w de manière à satisfaire à la relation 


q 


uvw = — =» 
8 


En désignant æ, 5, y trois valeurs des radicaux telles que l’on ait : 


af =—1, 
es racines seront : 
m—=a+f6+)}, 
t: =—a+p—y, 
x: = 4 — b — y}, 
maey, 
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Cette méthode peut s'appliquer à la résolution de l'équation complète 


x’ — ax + br? + cx + d = o. 


On pose avec Lagrange 
x T =u + v+w, 


en supposant que u?, v?, w? sont les racines d'une équation du troisième 
degré 


PAM EE ho 
qu’il faut déterminer. 
Si on élève au carré, il vient 


a+ ax +5- u? -+ v? -+ w? -+ 2 (uv — uw +- vw), 
ou bien | 


api as HË f= à (uv + uw vu). 
Élevons encore au carré; eu regard aux relations 
u? -+ v? -+ w? M ei fs 
uwv? + ww? + vw = g, 
- un = — h, 
on arrive à l'équation 


at + au + 4 (3a + 16f) 2° + à (a3 + 16af — 128 /— hx 
+ ata (at + 320" f+ 256f — 10249 — 512a / ZF) — 0. 


Par la comparaison de cette équation avec la proposée, on obtient 


trois égalités qui permettent de calculer f, g, h; et Pon arrive finalement 
à la réduite suivante : 


y — (Ga — 8b) s+, (3a* — 16a°b +- 16ac + 16b° — 64d)y 


-5 (aë — 4ab + 8c) = 0. 


166. Méthode de Grunert. Si on désigne par u, v, w, t quatre quan- 
tités quelconques, et si on pose, pour abréger, 


x =i- u 4v4 w, 
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il existe entre elles l'identité suivante : 
xt — 4t? -p 2 (3 — u? — v — w?) x? — 4 [2uvw + (2 — ut — v- w?) 
[E — 2l (u? + v? + w) 8uvwt — 4 (uv? + vw? + ww?) 
+ u Hot wt)] = 0. 
En comparant avec l'équation 


xt — ax5 -+ bx? Lex -+d = o, 


on aura d’abord 


—4t=a, où t= —-; 


ensuite les relations provenant de Pégalité des autres coefficients de x 
conduisent aux valeurs suivantes : 


à + ut LG 80, 


uv? LL u?w? — vw? (50 — 16a°b + 16ac + 16b? — 64d), 
1 
uv? = & (aë — 4ab + 8c)°. 
Les quantités u°, v°, w? satisfont donc à l'équation du troisième 
degré 


y’ — (50 — 8b) y’ z (3at — 16a?b + 16ac + 16b? — 64d)y 


— pa (aè — 4ab + 80} = 0. 
C'est la réduite de Lagrange ; ce que l’on pouvait prévoir par la valeur 


a 
de i= er car, on a dans ce cas 


2 + ut o+ w; 


ce qui est le point de départ de Lagrange pour généraliser la méthode 
d’Euler. 
167. Méthode de Francœur. Soit l'équation incomplète 
x" + pat L gx +r =o. 
Posons : 


x =y 4-a’. 
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Substituons cette valeur et ordonnons la transformée par rapport à x’. 
Il viendra 


a't + qyx"? + (6y? + pha'? + (447 + 2py + gl 
++ py + ay +r—o. 


La méthode consiste à déterminer y de manière que cette équation soit 
bicarrée ; dans ce but, on établit la relation 


qyx" + (49° + 2py + qhx' = 0, 
qui conduit à 


COST E E A 
x CE UT P 
Si on substitue cette valeur dans l'équation restante 


me (6y pe" +(y + py + qy + r) = 0 
on trouve 


y ary — gt — 0: 
Cf. dr ends. Mn T Hauts 


c’est la réduite d'Euler en considérant y? comme l’inconnue. 
Comme on a posé 
z—=y+x, 


l'expression générale de l’inconnue sera : 


ae E DE S 


La résolvante admet toujours une racine positive que nous désigne- 
rons par ÿ?; on aura ainsi y =+ yı ; en introduisant successivement ces 
valeurs dans la formule, on obtiendra les quatre racines, 

Soit, comme exemple, l’équation 


xt — 2%? — 8x — 3 —0. 
La réduite est : 
MT 1 0. 
Elle possède la racine y} = 1; il faudra donc prendre y = + 1. La 
substitution de ces valeurs dans l'expression de x donne 


=i tyz s= ty —2. 
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168. Méthode de Schlümilch. Elle a pour but de transformer l'équation 
at as bat +cz+d=0o 
de manière à la rendre réciproque. Posons 
æ—u + vy. 


Substituons cette valeur dans l'équation et ordonnons par rapport à y. 
On trouve 
u—+ a 6u? + 3au + b qus au? -+ 2bu + c 
is pe, 
PE dl nds iae l 


vt 


Afin de rendre cette équation réciproque, il faut déterminer u et v 
de manière à satisfaire aux relations 


ut + aus + bu? + cu + d _ 
v' Ši, 


I; 


qu + a 4u + 3au° + 2bu + c 
v 


vi 
On en déduit 
vt ut aus + bu? + cu + d, 
vt (4u + a)? = (qu + gau? + 2bu + c)°, 
et si on élimine v entre ces égalités, il vient 
(4u + a)? (ut + au? + bu? + cu + d) = (4u +- 30u? + 2bu + ¢)}, 
ou bien, 
(a5 — 4ab + 8c) uë + (ab -+ 2ac — 4b? -+ 16d) u? 
-+ (a?e — 4bc + 8ad) u + ad — c = 0. 
C'est la réduite de léquation sous une forme que nous n'avons pas 
encore rencontrée, On prendra pour « une racine réelle de cette équa- 


tion et on calculera la valeur correspondante de v. Cela étant, en vertu 
des relations posées, Péquation en y devient : 


its 6u° sn 


pete pHi =o. 
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On peut écrire 
Gen QE 


En posant : 


Gu + zau + b 


v? 


=)+ 


y 


PPE E ME EE 
y p 4, y + z? — 2, 
on obtient l'équation du second degré 
u + a 6u? au -b — 2v? 
TEE 
v v 
Comme exemple, soit à résoudre l’équation 
gi 425 — 8321 -+ 6x + 792 = 0. 
On trouve pour la réduite 
4Ou5 — 4400? + 762u + 351 = 0. 
Elle est satisfaite pour u= g; la valeur de v correspondante est 
v= + py 5o = + e Soit v= 24/15; l'équation en z est : 
NE E + —0; d’où TET 
7a 5. 2V15 
Connaissant les valeurs de z, on trouve pour y 
— 23 + — 17 + 
y — Put, p= LE 7 , 
4y 15 4V 15 
ce qui conduit aux valeurs 


X = 6, La——II, ls = 4, V = — 3, 


§ 4. 
[MPOSSIBILITÉ D'UNE FORMULE GÉNÉRALE DE RÉSOLUTION POUR LES ÉQUATIONS 
ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR AU QUATRIÈME. 
169. Soit 
F (x) = 2 4 aia” + e H am = 0, 
l'équation générale algébrique de degré m où les coefficients sont indé- 
pendants. Supposons qu’elle admette une formule de résolution x = A 
renfermant les coefficients et certains radicaux algébriques, de telle sorte 
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qu’en la substituant dans l'équation, celle-ci sera satisfaite quelles que 
soient les valeurs des coefficients, En désignant par £, £2, +s., &m les 
racines, on peut écrire 


am — (xı re + e)an (aime dis + Ja HE miTe. Tm 0. 


Cette équation aura lieu identiquement pour les valeurs x, s, .…. Em 
considérées comme des quantités arbitraires et indépendantes. 

Substituons, dans la formule x = A, aux coefficients les expressions 
en Fi, Xe, sı Dm Qui leur correspondent; puisqu'elle doit donner succes- 
sivement x, te, .. m, les diverses racines qui s’y trouvent doivent 
pouvoir s’extraire exactement. Ainsi pour l'équation 


2 + ap +90, 
z——p+yp—q 


devient par cette substitution 


gets) ER Lo, ADR ee 


Ti + 22 Æ (21 — 22) PS ct 
COR TES TAN ES N 


w 


la formule 


Les radicaux de la formule représentent donc des fonctions ration- 
nelles des racines, mais non symétriques; car, si elles l'étaient, ce ne 
seraient plus des radicaux, mais des fonctions rationnelles des coefficients. 
Cela étant, supposons que la première racine à extraire soit y — yP, 
où P représente une fonction rationnelle des coefficients, c'est-à-dire, 
une fonction symétrique des racines; y, ne létant pas, devra changer 
par la permutation de deux racines au moins, et ses diverses valeurs 
seront fournies par l’équation y" = P, où le second membre est inva- 
riable pour toute permutation des racines. Désignons par 


yY = Q (21, Las Ts, ...) 


une valeur de y; une autre valeur telle que Ọ (Z2, 2, &s ...) résultant 
de l'échange des racines x,, æ2: s’obtiendra en multipliant la première 
par a, æ étant une racine r”* de l'unité. Nous aurons done 


Q (2a, di, Bs osi) = ap (ti, Le, Ls ..). 
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Cette relation étant identique, on peut y permuter les racines æ, et £2; 

il vient ainsi 
(ais Te, Tsy +) = Q (L3, Lis Xs oe). 

En multipliant ces égalités membre à membre, on trouve 

en js dun ti: 

On doit admettre que r est un nombre premier; dans le cas contraire, 
on le décomposerait en ses facteurs. La relation précédente exige alors 
que r soit égal à 2, afin que æ puisse prendre la valeur — 1. Par consé- 
quent, la première racine à extraire dans la formule de résolution est 
une racine carrée. 

La fonction y n’est pas symétrique; elle admet deux valeurs corres- 
pondant à l'échange de deux racines; elles sont égales et de signes 
contraires. Cette fonction restera invariable pour un nombre pair 
d'échanges de deux racines et, par conséquent, pour les permutations 
circulaires de trois, de cinq racines, ete., puisque chacune d’elles est 
équivalente à un nombre pair d'échanges de deux racines consécutives. 

Ce premier radical peut se combiner dans la formule avec des 
coefficients de l'équation, ou avec des radicaux de même espèce, ou avec 
un radical d’un indice plus élevé. Dans les deux premiers cas, les com- 
binaisons donneraient lieu à une fonction de même nature que y, et, 
s’il n’y avait pas autre chose dans la formule, on pourrait écrire une 
identité telle que 

EN Ti = Ÿ (Xi, Ear Ds css) PETEN Se 
ne M T AA at a 

Or, s’il existe plus de deux racines, cette identité est impossible; car, 
le second membre reste invariable par une permutation circulaire des 
racines Xi, Xe, Xs, tandis que le premier change nécessairement, Il doit 
donc entrer autre chose dans la formule que des radicaux du second 
degré. Soit z=yQ le radical qui vient ensuite; la fonction sous le 
radical n’est plus symétrique comme tout-à-l’heure ; elle reste seulement 
invariable pour les permutations circulaires de trois, de cinq lettres, ete., 
tandis que z ne jouit pas de cette propriété; sa valeur doit changer par 
une permutation circulaire sans que l'équation z” = Q cesse d'avoir lieu, 
Désignons encore par 

Z = (Xi, a, Lay Los sse) 
une valeur de z; une autre valeur telle que 


ps, Ts, Li, Las) 
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résultant d’une permutation circulaire de £1, X2, £s, s'obtient en multi- 
pliant la première par x, æ étant une racine r%®™e de Punité, Il vient 


donc l'identité - 
12) pes Ds, Di, Das <.) = Ap (Ei Le, Cy Las s.a). 
2 z 


Cetie relation doit exister pour une permutation quelconque des 
racines et nous aurons aussi 


Q (Es, Lis Las Das) = AP (L23 Ls, Lis Las oe), 
(2i, Das Lss Le, o) = AQ (Ls, Li, Lo, Las +o) 


En multipliant, on arrive à l'égalité «ř = 1; par suite, r = 3. Donc, 
le second radical dans la formule doit être un radical cubique. 

La fonction z peut prendre trois valeurs différentes qne nous représen- 
terons par zZ, 42%, &°z. 

Or, s'il existe plus de quatre racines, on peut effectuer dans l'identité 
zř*=— (Q) des permutations circulaires de cinq lettres pour lesquelles la 
fonction Q reste invariable, Quant à z, il n’y a que deux hypothèses 
possibles : ou bien z restera invariable pour ces mêmes permutations, 
ou bien il passera par les valeurs gt, € ?z. Dans ce dernier cas, on pourrait 
écrire Pidentité 


Q(T Bzy Day Ds Lig Lo s.e) = AQ (Tiy Lay Lzy Lar sg Le.) 
ainsi que 

pus, Laj Lss Li, Le, Lo +e.) = AP (La, Lss Lag Us, Lig Lo .…) 

(Las Lss Lip Lay Liz Laose) =A (Ls, Las Lay Lis Ur, Lan) 

Q (Xs, Lis Loy Ls, La, De.) = AQ (Lay Ls, Li, Le, Us, De.) 

Q (Eis Lay Lsj Lay Ls, Lo...) = AP (Lry Lis Lag Ds, Lay Nese) 
et par la multiplication, on aurait : gë = 1. 

Cette égalité est impossible, si ce n’est pour «= 1, puisque « est une 
racine cubique de l'unité. Il ne reste donc que l'hypothèse où z reste 
invariable pour des permutations circulaires de cinq lettres; mais, s’il en 
est ainsi, z doit aussi être invariable pour des permutations circulaires 
de trois lettres. En effet, considérons la valeur suivante : 

= plus, Li, Los Ti, Le, Los 

Puisque z reste invariable pour des permutations circulaires de cinq 

lettres, on peut remplacer respectivement 


Lss Les Lö Li, Les 
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Les Ly Lis La, Tz 
et il vient Pégalité y 
Pas, Lay Ms, Li, La, Bo...) = Q(X, Laz Li, Laz Lsy Lo. .); 

iras rio nd e: ii ah 


D a 
` 


comme on a aussi 
Es, Las Ls, Xis Laz Lo co) =G (Li, Lay Aig De, Los Lo ooi); 
= 


on en déduit pi 

De, Ds, Xis Lay Ds Le.) = D(T, Le, Ds, La, Le, Lo +.) 5 
par suite, 

Q (X23 Ls, Lis o e) = P (aa, Xe, Tsy s00) 

c’est-à-dire que © reste invariable pour des permutations circulaires de 
trois lettres. Ce résultat est en désaccord avec l'hypothèse admise que z 
change pour ces permutations. Il y a donc contradiction, et la formule \ 
générale de résolution ne peut exister que pour les équations de degré 
inférieur au cinquième. 


22 
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CHAPITRE VII. 


QUESTIONS SPÉCIALES. 


FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES; PRODUITS INFINIS; PREMIERS 
PRINCIPES DE LA THÉORIE DES NOMBRES ENTIERS. 


120. Nous allons étudier, dans ce chapitre, quelques questions qui 
ne se rattachent qu'indirectement à la théorie des équations, mais qui 
ont une grande importance dans l'analyse algébrique. En particulier, 
il ne faut rien omettre de ce qui se rapporte au caleul des quantités par 
approximation. A côté des séries qui prennent, à juste titre, une si 
grande place dans l'analyse infinitésimale, il y a aussi à considérer les 
fractions continues, si intéressantes en elles-mêmes, ainsi que les pro- 
duits infinis. Il nous a paru indispensable de compléter nos leçons par 
l'étude de ces quantités, Nous aurons ainsi l’occasion de rencontrer 
quelques formules nécessaires dans certaines branches de mathématiques 
appliquées. Enfin, l'algèbre étant la science, des nombres en général, 
il ne sera pas inutile d'exposer ici les premières notions de la théorie 
des nombres entiers qui constitue une partie spéciale de l'algèbre; ce 
sera une introduction à l'étude des ouvrages plus développés sur celte 
matière si considérable aujourd’hui, Nous commencerons par la théorie 
des fractions continues. 
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(ha 
FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES. 
121. Considérons la fraction continue 


a+ —— 
a2 + 


I 


an gr mr 5 


que nous représenterons, pour abréger, par la notation : 


| Qu, Q23 Asy vo. Any Angiz see e 


Posons : 
pu, EP NA sur 
qi I q a2 a2 
Ps _ 1 ç (@ia:+ 1) as +a 
HT NE. sa a4; + 1 x 
L a Fa 
Em ai + E 
n I 
TaT 3 
"+1. 
An 


Ces rapports représentent les réduites successives. Il existe entre les 
quantités p et q les relations suivantes : 
Pa = Pnn  Pn2s Qu = Gnn F qn- Phlu- — Pan = (— 1)", 
E A e 1 
Qn fn fn n1 
Désignons par z la valeur de la fraction continue; si elle est limitée 


et si elle se termine, par exemple, aû quotient an, on a : 


x — Pr Prt + Ph- ; 


An nan + qn 
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Si elle est illimitée, on peut écrire 


I 
2 m h paee 
1 a+: 
s F 3 
I 
a — > 
Le EIA , 
Xn représente le ni" quotient complet, et l’on a, dans ce cas, 
== PnUn + Pri À 
InTn =- qn! 


Nous supposerons connues et démontrées ces diverses relations élé- 
mentaires; nous allons seulement en déduire quelques conséquences. 
De la formule 

Pn = Pa -10n + Pn-2 
on tire 


Le mm dut 


I La I 
Pri á Pn1 ve Ani —- 


Pn-2 


I 
, 
Pn-2 


Pas 


en continuant, on arrive à l'expression 


Pn ai I 
Pas j An- + y I 
+ 


I 


tea 


Admettons que la fraction continue donnée se termine au quotient a, ; 
on voit que, dans le second membre, les quotients incomplets sont éerits 
dans l’ordre inverse. Cette opération s’appelle renverser une fraction 
continue. 

De même, en partant de légalité 


Un = Qn1An . In-2s 


on aura aussi 
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et, en répétant l'opération, on trouve finalement 


Ici, la fraction se termine par as, parce que gs = @:, qi = I. 

On a done cette proposition : une fraction continue renversée est égale 
au quotient du numérateur de la dernière réduite de la proposée par le 
numéraleur de la précédente; de plus, l'avant dernière réduite de la 
fraction renversée est égale au quotient des dénominateurs des deux 
dernières réduites de la fraction donnée. 

Une fraction continue est dite symétrique, lorsque les quotients 
incomplets à égale distance des extrêmes sont égaux deux à deux; elle 
est donc de la forme 


Une telle expression conserve la même valeur, si on la renverse; done, 
d’après la proposition précédente, on aura 


Pn uy Pn A 

Yn Pos 
c’est-à-dire, 

qh = Pure 


Comme une fraction donnée est développable d'une seule manière en 
fraction continue, cette relation aura lieu si la fraction continue qui repré- 
sente pa: qn est symétrique et réciproquement. Or, si on substitue cette 
valeur de qn dans la relation 


Pani — GnPn = (— 1)", 
il vient 
Pnn_1 nn qà -}- (— 1)" ; 
d’où on tire : 
pEr = nombre entier. 
Pn z 
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Donc, st une fraction irréductible p, : q, est développable en fraction 
continue symétrique, le numérateur pn doit diviser qà + 1 ou qà — 1. 
La réciproque est vraie, En effet, posons 
gr, 
Pr 


q' = 
on aura 
pag — qi= n. 

Supposons qu’on développe la fraction p, : ọn en fraction continue. On 
sait, qu’en remplaçant, dans une fraction continue quelconque, le dernier 
quotient a, par a, — I++, on peut rendre à volonté le nombre de 
quotients pair ou impair. Rendons ce nombre pair, si pa divise qå + 1, 
et impair, si pa divise ga — 1. On pourra écrire 


Prg’ — qà =(— 1)". 
Or, si pus : Qui est l'avant dernière réduite, on sait que 


Pnn- — QnPni = (— 1)", 
et, en retranchant ces égalités membre à membre, on trouve 


Pn(g! — qa) = Gr (ga — Pn-4); 
d’où il résulte que pa doit diviser le second membre; ce qui est impos- 
sible, puisque pa est premier avec qn ct que la différence qu — pn- est 
inférieure à p,. Donc, il faut que 
Q =ni et Qn = Pno 

Par conséquent, la fraction continue est symétrique. Lorsque le numé- 
rateur de la fraction donnée divise le carré du dénominateur plus Punité, 
le nombre de quotients incomplets est pair, et s’il divise le carré du déno- 
minateur moins l'unité, ce nombre est impair, Par exemple, étant donnée 
la fraction #59, on vérifie que 450 divise 199° — 1, et, en la développant 
en fraction continue, on obtient : 

450 
199 | 2 3 1, 4 1, 3 2]. 

12%. Une fraction continue illimitée est périodique, lorsqu'un nombre 
déterminé de quotients se reproduisent indéfiniment dans un ordre 
constant. Si la période commence à partir du premier quotient, on dit 
que la fraction continue est périodique simple; s’il existe au commen- 
cement un ou plusieurs quotients qui ne se reproduisent pas, on dit que la 
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fraction continue est périodique mixte. Les propriétés de ces expressions 
reposent sur le théorème suivant de Lagrange : 

Toute racine irrationnelle d'une équation du second degré à coefficients 
commensurables se développe suivant une fraction continue périodique. 

Considérons d’abord l'équation 
(1) Ax? + 2Br — C = 0, 
où A et C sont entiers et positifs et 2B un nombre entier pair, positif ou 
négatif. Si le coefficient de x n'était pas pair, il faudrait préalablement 
multiplier l’équation par 2. Comme le théorème se rapporte à une racine 
irrationnelle, B? + AC n'est pas un carré parfait, Nous poserons 

B? -+ AC =F. 
L'équation proposée dont le dernier terme est négatif, admet des 


racines de signes contraires. Développons d’abord la racine positive qui 
à pour expression 


g= 


— B HV BEAC — B+ F 
À CAL A 
La racine est comprise entre deux nombres entiers consécutifs x, et 
41; posons : 
£ ML 
= EA — e 
A, , 
En substituant dans (1), il vient l'équation 
(2) Ax? A- 2Bix — C; = O0 
où les coefficients ont pour valeurs : 


A, = C — 2Ba, — Aaï, 


(3) B, = — Aa, — B, 
C =A; 
On en déduit la relation 
(4) B? + A,C, =B? + AC =F. 


Le coefficient C, est entier et positif comme A; le coefficient A, est 
également positif; car, la racine positive, placée entre æ ct æ, est com- 
prise entre æ, et œ ; mais, pour x = œ , le premier membre de l’équa- 
tion (1) est positif; done, pour x = «1, le résultat correspondant sera 
négatif; comme A, est ce résultat changé de signe, ce coefficient est 
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nécessairement entier et positif, Enfin, d’après la relation (4), les coeffi- 
cients B; et B sont, en valeur absolue, inférieurs à /F. 
Si l’on pose successivement 


I T I 
Tı = A? H—s T: = Xs ré DE | Lens = Ak + —) 
Le tā ? FA 


on arrivera à des équations du second degré jouissant des mêmes 
propriétés. Arrêtons-nous à celle de rang k, savoir : 


Aux + 2Bxtx — Cr = 0. 


On aura 
A = Ci — 2Bx-10% por Arak, 
Bk = — Axscx — Bis, 
C: = CAE 


Bi + AC: = B? 4 AC =F. 
Les coefficients As, Cs sont toujours positifs; de même, nous aurons 
aussi, en valeur absolue, B < VF; ensuite, à cause de la relation 


min Ax1@ == Bi -l B, 


il faut, qu’en valeur absolue, 


ax < 2 VF, 1. NT € 2 F, ou A< VF, 
puisque les coefficients B sont inférieurs à V/F. Par conséquent les nom- 
bres entiers Be, Ar, æ sont limités, et, après avoir pris un certain nom- 
bre de valeurs, ils repasseront nécessairement par les valeurs précéden- 
tes; done, la fraction continue qui représente la racine sera périodique. 
Si, dans la formule, 

—B+yF 

' 


Tk == 


on attribue à B: toutes les valeurs entières inférieures à /F, età A 
toutes les valeurs entières plus petites que 21/F, le nombre de valeurs 
de x, sera au plus WF. 2y F= = 2F, On est done certain qu'après un nom- 
bre d'opérations plus ou moins grand, mais qui ne peut dépasser 2F, on 
trouvera un quotient déja obtenu. 

Afin d'opérer le développement de la seconde racine qui est négative, 
on change d'abord x en — x et l'on a : 


Ax? — 2Bx — C = 0, 
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On appliquera à cette équation la méthode précédente pour développer 
sa racine positive; le résultat, changé de signe, représentera la racine 
négative de la proposée. Supposons, en second lieu, que l'équation du 
second degré admette deux racines positives à, et xə. Soit x4 > x2; la 
première racine est comprise entre deux entiers consécutifs a; et a; 1 
et si on pose 


= 4! + ë, 
on arrivera à une transformée en Ë dont nous désignerons les racines par 
E et £”’, On aura 
Li = u + A 
Le = @& HE. 

Si on admet que z, et x: ne se trouvent pas dans le même intervalle, 
£’ doit être une quantité positive et %” une quantité négative, car, 
La < Xı <a. La transformée ayant deux racines de signes contraires 
rentre dans le cas que l’on vient de considérer. Si les deux racines posi- 
tives sont situées dans le même intervalle, en posant 


I 
z= =- $ 
QUE" 


la‘transformée en y admettra deux racines positives plus grandes que 
l'unité; il peut arriver qu’elles ne soient plus comprises entre deux entiers 
consécutifs, et on retombe alors le cas qui précède. Si elles se trouvent 
encore dans un même intervalle (b, b -+ 1), on pose 


I 
i aA. 


et, ainsi de suite. On arrivera nécessairement à une équation du second 
degré dont les racines ne seront plus situées entre deux entiers consé- 
cutifs, puisqu’autrement, les deux racines se développeraient suivant la 
même fraction continue et elles seraient égales; ce qui est contre l’hypo- 
thèse. 

Enfin, si l'équation donnée possède deux racines négatives, en rempla- 
çant æ par — x, la transformée admettra deux racines positives. 

Le théorème de Lagrange est donc vrai dans tous les cas. 

Réciproquement, toute fraction continue périodique peut étre regardée 
comme une racine irrationnelle d'une équation du second degré à coeffi- 
cients commensurubles, 


_MWWWw.rcin.org.pl 


— 550 — 
En effet, considérons d'abord la fraction périodique simple 


De | TE Gi, Ma, +3 Ans Œty A2, ee Aneore [ls 


On peut écrire 


ou bien, 
E= | Gi, Oas eies Ans Zal 


où +, désigne le ne quotient complet; mais x, représente une fraction 
continue de même période que la proposée; donc, æ, = x. Si p':q', 
p : q sont les réduites de rang n — 1 et n, on aura 
SRE 

gx +g 
et, en chassant le dénominateur, il vient l’équation du second degré 

qe +(g —p}z—p=0 

dont le dernier terme est négatif; ses racines sont réelles et de signes 


x 


contraires ; la fraction continue correspond évidemment à la racine posi- 
tive. Done, une fraction continue périodique simple est égale à la racine 
positive d’une équation du second degré à coefficients rationnels dont les 
racines sont de signe différent. 

Soit, en second lieu, une fraction périodique mixte 


x = | fs g, Gi, ae, «ce Any Gi, Ga, ce. Ony se | 


dans laquelle les quotients f, g, h ne font pas partie de la période. 
Désignons par y la fraction périodique simple qui commence au quatrième 
quotient. On aura 
2 |/f,gh,yl; 
par suite, p':q', p:q étant les réduites correspondant aux quotients 
g et h, il vient 
ed 
qy + q' 

De même, on peut faire commencer y après la première période, et 

écrire 
e= |f,9,h, a, Giy tisy ay |. 
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Dans ce cas, en désignant par P’: Q’, P :Q les réduites relatives aux 
quotients a,_1 et an, il vient aussi 
g Py + P 
+0" 
En égalant les deux valeurs de y déduites de ces égalités, on arrive à 
l'équation du second degré 


(gQ' — g'a — (P — p'Q + qP' — q'P}z + pP — p'P—0 
où le produit des racines est égal à 
pP'— p'P 


k RE 
( ) qQ Es q'Q 
S'il n’y avait qu’un seul quotient f avant la période, on devrait poser : 


aus AN Lou out DE a 

et l'expression précédente se réduit à 
fP'—P 
‘is 
Ce rapport peut être positif ou négatif, Dans ce cas, l'équation du 

second degré admettra deux racines de même signe ou deux racines de 
signes contraires. Mais, s’il existe plusieurs quotients avant la période, la 
même équation aura toujours des racines de même signe. Pour le démon- 
trer, désignons par p” : q” la réduite qui précède p’ : g’ et par P” : Q” 
celle qui précède P’ : Q’. On a les relations 

p=ph-p", P= Pa P", 

q=gh+ q", Q—Qa+Q". 


En substituant ces valeurs dans le rapport (k), on trouve 


EAN 
per p' P’ s 
T% g % 

(h an) + (£ Q 

Par hypothèse h est différent de an; h — an est un entier égal au moins 

à l’unité, tandis que l’autre partie du numérateur et du dénominateur est 
fractionnaire, d’après la nature des réduites; par suite, le rapport qui 
représente le produit des racines est positif, et ces racines sont de même 
signe. Donc, une fraction périodique mixte n'ayant qu'un seul quotient 
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avant la période est une racine d’une équation du second degré à 
coefficients rationnels qui peut avoir des racines de même signe, ou de 
signe différent ; tandis que toute autre fraction périodique mixte corres- 
pond à une ravine d’une équation du second degré qui a toujours des 
racines de même signe. 

123. Les périodes des quotients incomplets des fractions continues 
correspondant aux deux racines d'une équation du second degré à 
coefficients entiers sont inverses l’une de l’autre. Pour le démontrer, consi- 
dérons le cas d’une équation dont les racines se développent suivant des 
fractions périodiques simples. En désignant Pane d'elles par x, on a : 


px + p' 
a) r=, 
; gx +q 
ou bien, 
Es ar E 
p= ge 


Soit x, la seconde racine qui est négative; posons 


I 
t = — — 


PA 


cette valeur doit vérifier légalité précédente; en substituant, on trouve 


(a) nade 
ER 
Mais, d'après le renversement d’une fraction continue, nous savons 
Por 


que ” et D se développent suivant des fractions continues composées des 


mêmes quotients dans l’ordre inverse, tandis que 7 , est lavant dernière 


réduite de la fraction renversée; donc x’ représente une fraction pério- 
dique simple où la période est inverse de l’autre. 

Cette propriété existe encore lorsque les racines se développent suivant 
des fractions périodiques mixtes, à la condition de faire commencer la 
période à un terme convenable, comme nous allons le vérifier dans un 
exemple. 

474. Développons en fractions continues les racines de l'équation 


32? — 14% + 10 = 0, 
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Ces racines sont positives et ont pour valeurs 


7+9 71-9, 
3 


3 


Développons d’abord la première. Le plus grand carré contenu dans 


19 est 4?; par suite, le plus grand entier inférieur à la racine est 3, et 
il faut poser : 


74/1 7 19—9 19 — 2 r 
3 3 3 Er 
On en déduit 


Il est visible que x, est compris entre 1 et 2. Il faudra poser 


yo 


— — I — s 
5 Fe 


En continuant de cette manière, on trouve successivement : 


LT = 1 + 


PESE rs à Nr: 
- Vs: PESTE 
2, =V19+2 MTL RC 
Ts 

N ATE LPR Tel PE TUE 
I I Te 
_Vi9+4 V19—2 4 
Te = A 2 + A akg 


d’après la première égalité, on a 


1 Wi9—2, 
Li 3 4 


donc, £: = xı. On retrouve un quotient déjà obtenu, et la période est 
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complète. Il vient ainsi, pour le développement de la première racine x’ 
la fraction périodique 
x'=— | 3; (i, 3; I, 2, 8, 2), (1, 3» .….) ét | s 


Développons la seconde racine. Elle est comprise entre o et 1; on 
posera d’abord 


Creet, 


Tı 


et il viendra la suite des calculs : 


REES A D T T Pres 


10 LE 
TIO y s5 I 


je ee h Pary 
akati, +19 3 He 
7 Vats +8 72: 
VER ATE d ni 24t; 


En comparant, on trouve £s = #3; par suite, la fraction continue qui 
correspond à la racine x” sera : 


æ'=—10, 1, 7, (2, 1 35% 2, 8), (2, 1, e) | 


Afin de vérifier que les périodes sont inverses, on doit commencer la 
période de cette dernière au huitième quotient et écrire 


z” = | o, Ty 75 25 Ts 35 1 (2 0 aG S 1), (2, 8, se) ec | 0 
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Comme second exemple, considérons l'équation 
3x? — 10% — 28 = 0 
dont les racines sont de signes contraires. Le développement des racines 
seront des fractions périodiques simples ou périodiques mixtes avec un 
seul quotient avant la période. La racine positive est 
= 5 + V 109 A 
3 

En lui appliquant la méthode qui précède, on trouve 

v = | 5 (6, 1, 4, 2, I, 3, 2, 20,2,3,1,2,4, 1); (6, Le) | 
La seconde racine est : 


x 


5—09. . 
3 
Pour la développer, on change les signes pour qu’elle devienne posi- 
tive, et on écrit : 
m_ZzSs+V109 
3 
Les calculs conduisent à la fraction continue : 


x 


= | 1, (1, 4, 2, I, 3,2, 20, 2,3,1,2,4,1,6),(1,4,...)... 1 
125. Trouver une équation du second degré à coefficients rationnels 
dont les racines se développent suivant des fractions continues de même 
période. Désignons par x et x’ les racines d’une équation du second 
degré à coefficients rationnels. Supposons qu’elles se développent suivant 
des fractions continues ayant un même quotient complet y; on pourra 
écrire 
DIET. à PIE 
gF + 


avec les conditions 
pg? —qp =r; PQ —QP—=+ zx. 
Par Péliminaton de y, on arrive à une équation de la forme 
AFEN- 
k ERASERS 
( ) T ax + p' 
a =q” —q'P, Bp=pP— pP, 
a! —qQ — 4, E = pQ — pQ. 


où 
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Ces égalités conduisent elles-mêmes à la relation 
(k') af — pa! = 1. 


Désignons par — S la somme des racines; on aura 2 = — S — x; par 
suite, la relation (k) devient : 


—S— r= Eed “+ g , 

sate 

ou bien 
i a +f SB' + 6 
+(s+HÉ) + Eti o; 
mais, pour que la somme des racines soit — S, il faut que 5! = — 4, et 
la relation (k’) donne ensuite 
dires a? = I 
œ 


En vertu de ces relations, l'équation devient : 


n CRETE 4 
+s (SE = )=° 


x 


où il faut regarder S comme une quantité rationnelle quelconque, x 
comme un entier quelconque et + comme un diviseur quelconque de 
a+ 1. Conformément à son origine, les racines de cette équation se 
développeront en fractions continues ayant la même période, D'un autre 
côté, la période de l’une étant inverse de l’autre, cette période sera 
symétrique ou formée de deux suites symétriques. Ainsi, lorsque les 
quotients se présentent comme suit : 


1, 3, 55 6, 5: 351 


la période est simplement symétrique; mais, on peut commencer la 
période à un terme quelconque ct écrire, par exemple, 


5,6, 5 | 3, I, 1, 35; 


elle se compose alors de deux suites symétriques. 
136. Développement de l'irrationnelle V/A, A étant un nombre entier. 
Soit a la racine carrée du plus grand carré contenu dans A. On pose 


ru I 
n TE A 
i AS 
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On en déduit 


b étant un nombre entier égal à A — a’, On pose encore 


GOG anrea 
b Tı 


a étant le plus grand entier contenu dans la fraction du premier 
membre; ainsi de suite. 


Afin d'indiquer la nature du développement auquel on arrive de cette 
manière, observons que J/A est une racine de l'équation 
xt? —À—0 


qui admet des racines égales et de signes contraires, Le développement 
sera une fraction périodique simple, ou une fraction périodique mixte 
avec un seul terme avant la période. C’est toujours ce dernier cas qui a 
lieu. En effet, une fraction périodique simple conduit à lPéquation 


qe —(g —p}z—p—0; 
pour qu'elle soit incomplète, il faut que : q’ = p; mais alors la relation 


Sue donne 
se réduit à 


p= gp Et, 
et, en divisant par pq, il vient 

SEX PC 

q P P4 


Le second membre étant plus petit que l'unité, il en résulterait qu’une 
réduite de p/A serait inférieure à l'unité, ce qui est imposible. Donc, la 
fraction périodique qui représente A est nécessairement mixte avec un 
quotient avant la période. Le premier terme de cette fraction étant a, la 
quantité A — a sera égale à une fraction périodique simple; il en sera 
de même pour j/A — a, parce que les quantités VA “+ a et — (A — a) 
sont les racines de l'équation à coefficients entiers 


x? — 2ax + (a° — A) = 0. 
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Posons : 
A + a = (20, di, As, se. Gris 20, Gi, A2 a). 
Les quotients incomplets de la fraction continue égale à | A—ase 
présentent dans l'ordre inverse et l’on aura : 


y A — a — O (ii, katy ve Gigi 20, katy Aksa erae 


Or, on passe du développement de VA + a à celui de j/A en retran- 
chant a au premier quotient, et du développement de V/A — a à celui 
de VA en ajoutant œ au premier terme, Il en résulte que le développe- 
ment de VA est susceptible d’être représenté par l’une ou l’autre des 


expressions 
A (Qiy Gay «ee Akis 20); (da, Gay +), see 


A(Gkiis Aky +++ Aty 20), (Axiy Okay see); +e. 

On a donc cette proposition : 

L'irrationnelle V/A est égale à une fraction périodique mixte avec un 
seul terme avant la période; le dernier quotient de chaque période est 2a, 
a étant la racine du plus grand carré contenu dans A; les autres 
termes de la période à égale distance des extrêmes sont égaux deux à deux; 
ils forment une suite symétrique. 

Par exemple, si on développe 69 69, la suite des calculs étant : 


PERS 


8 69 En 
1t _ er I 
Le 4 TS ns PPT 
_5+1y69 — 6 +69 1 
MP ea ha aea ee Do 
6 6 — 6 6 
EA AE EACE 


TEER a i A 1 + ———— eiaa 


=14+5 
/69 — +16 
LR +R 4e 
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egal Deru pi plié He | Lu 


vite 
8 — 8 6 
E A Fe ES 
I I To 
on aura : 
V69 = 8 (3; 3» I; 4 I; 3, 3, 16), (33 399s.) see 5 


ce qui permet de vérifier la proposition démontrée. 
227. Résolution en nombres entiers de l'équation 


æ — Ay = ti. 


Cette résolution repose sur le développement de A en fraction 
continue. Nous avons vu que le quotient complet de rang n est de la 


forme 
an HVA 
ET 
où æn et Bn sont entiers. On passe au quotient suivant par l'égalité 
VA a, +E an — nba) HVA E 
Pn Bi Tnpi 


a, désigne le plus grand entier contenu dans x, ou la fraction du 
premier membre. On en déduit : 


AE ra an + apa) HA ans HA, 


Enpi = 
: Z. [A — (an — anfèr)*] Part 

avec les relations 

anyi = — An + Anf2ny 

A — an 44 m CACHE 

Celles-ci nous montrent que les quantités & qui entrent dans les 

quotients complets sont inférieures àj/A ; elles peuvent au plus atteindre 
la valeur a qui représente le plus grand entier contenu dansp/A. 


Cela étant, supposons que la période des quotients incomplets se com- 
pose de k termes dont le dernier est 2a ; pour que le plus grand entier de 


arty A 
DE 
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devienne égal à 24, il faut que æ: = a, fi = 1, et, par suite, 


„tHE 


Tk 


D'un autre côté, on sait que la valeur de la fraction continue qui 


représente VA est donnée par 
pEr + Pr i 
Qk Ek + qk—ı 


En remplaçant æ par sa valeur, on aura 
Ta” (a + LÀ) + pa 
qu (a HA) + ques 


% 
ou bien, 
VA (aq + qu — pi) + Aq: — aps — pin = 0. 
Egalons séparément à zéro la partie rationnelle ainsi que la quantité 
qui multiplie VA. Il viendra 
An + Qu — Pi = 0, 
apk — Afr + Pr-1 = 0, 
et, par l'élimination de a, on trouve 
pè — Aq? = Prq- — QuP-i 
pè — Ag? = (— 1}. 
Il est évident qu’en désignant par par : qu la réduite qui correspond au 
dernier terme de la seconde période, on aura aussi 


par — Aqu = (— 1)", 


c'est-à-dire 


et, en général, 
pèr — Aqàr = (— 1)"*. 
Comparons, maintenant, cette équation avec la suivante 
x? — Åy’ = 1. 

Si le nombre k des termes de la période est pair, (— 1)“ est égal à 

—+ 1, quel que soit x, et les valeurs 
= Puk; Y= (pk 

seront des solutions entières de l'équation pour toute valeur de p. Si le 
nombre k est impair, les mêmes valeurs sont des solutions de l’équation, 
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à la condition d’attribuer seulement à y les valeurs paires : 2, 4, 6, etc. 

Quant à l’équation 

x -— Ayt = — 1, 

elle ne peut être satisfaite par des nombres entiers, si la période de la 
fraction continue qui représente |/À se compose d'un nombre pair de 
termes, Lorsque ce nombre est impair, les solutions seront fournies par 
les réduites relatives au dernier terme de la première, de la troisième 
période, ete. 

Soit à résoudre l'équation 
f g’ — 13yÿ = 1. 

On a 

pas em 3 CLIE E (2, 15:1,.1, 6) 


Les réduites successives ont pour valeurs 


ER EN RE SAC ARE EU LE AT 


FLN ue SU ST 380 I 109" 180 

Ici k est impair; il faut prendre les dernières réduites des périodes 

d'ordre pair. Ainsi, 
CR 649, y= 180 

sera une solution de l’équation. 

De même, la réduite 18 : 5 donne 

x= 18, y=5 

comme première solution de l'équation 


x? — 13 Y = — 1. 


$ 2. 
PRODUITS INFINIS. EXPRESSIONS DE SIN% ET DE COS % EN PRODUITS 


INFINIS. FORMULES DE WALLIS ET DE STIRLING. 


128. Avant de nous occuper des produits infinis, il est nécessaire de 
définir la notion de convergence sur une somme composée d’un nombre 
illimité de termes, telle que 


(s) ui us + us He Hu Hung ces 
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et que l’on appelle série; les nombres to, ti, +++ se succèdent d’après 
une loi déterminée, de telle sorte que, connaissant l’expression du terme 
général un, on peut en déduire tous les autres. Posons 


Sn = ui + Us + ve Lun; 

la série est dite convergente, si la somme S, tend vers une limite finie 
et déterminée, lorsque n croît indéfiniment; elle est divergente, lorsque Sn 
croît au delà de toute limite; enfin, elle est indéterminée, lorsque, sans 
augmenter indéfiniment, la somme $, ne tend vers aucune limite déter- 
minée. Nous désignerons toujours par S la valeur d’une série, c’est-à-dire, 
la valeur limite de Sa, lorsqu'elle existe. 

L'exemple le plus simple d’une série convergente est fourni par la 
somme des termes d’une progression géométrique décroissante. On sait, 
en effet, que pourr < 1, l'expression 


a+ ar + ar +. 


a pour limite 


Sir > 1,la même expression constitue une série divergente. La série 
générale (s) est aussi convergente, lorsque le rapport d’un terme au 
précédent, en valeur absolue, a pour limite une quantité k plus petite 
que l'unité. En effet, soit r un nombre compris entre k et 1; pour une 
valeur de n suffisamment grande, on aura les inégalités 


- Unga Un+s Uns 


KT <T; 


, 
Un Un+1 Unz 


G F A 


et les termes 
Unis Unyis Unéss ve 
sont alors respectivement inférieurs à 
Tun, D'un, Pons do 


qui appartiennent à une progression décroissante, puisque r est plus 
petit que l'unité; leur somme étant convergente, il en doit être de 
même de la série proposée. 

Si k est plus grand que l'unité, il sera possible de choisir une quantité 
r comprise entre 1 et k, et pour une valeur convenable den, l’on aurait : 


Unys 


r, > t, > Pa wiy 
Us 
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les termes 


Unis Uny2s Ungss ss.. 


seraient ainsi supérieurs à ceux d’une progression géométrique crois- 
sante 
Tes TU, PU ceses 


done, la série est divergente. 
Lorsque k = 1, on ne peut rien conclure. Par exemple, pour les séries 


I I I I 
dé HAE AE e À ULB 


Hé TR SI, à 
er PR Te iii 
on trouve 
lim t lim = lim =. 
Un 
es 
D SE one ff © 9 ou Jin 
SE mi a "Si 


Chacune d'elles peut être convergente ou divergente; mais, si on groupe 
les termes comme suit : 


RES NÉ e ES I 
4+4 <4=: , STe Ale om 7 
dans le premier cas, chaque groupe a une valeur plus grande que $; 
comme la série se décompose en un nombre indéfini de groupes sembla- 
bles, elle est nécessairement divergente. Au contraire, pour la seconde 
série, les diverses parties sont respectivement inférieures aux termes 
d'une progression par quotient, décroissante et illimitée; done, il y a 
convergence . 

On voit, par le premier exemple, qu'une série peut croître au delà de 
toute limite, alors que les termes décroissent de plus en plus et tendent 
vers zéro. Cette circonstance ne se présente jamais, lorsque les termes 
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sont alternativement positifs et négatifs. Pour le démontrer, considérons 
une série de cette espèce 


u, — ua + Us — s - Uant — Uan A Unga pe aos 


où les termes vont en diminuant de plus en plus. Posons : 
Son = (t — Ua) + (us — u4) -H see H (tani — Uan)s 
Songs = U, — (Us — Us) — (us — us) — t — (tsn — angi). 

On passe de San à la valeur S de la série, en ajoutant une suite de quan- 

tités positives ; par suite, 

S > San ; 
mais, pour passer de S»41 à S, on doit retrancher une suite de quantités 
positives; donc 

S L Singi: 

Comme n est quelconque, on en conclut que la valeur de la série est 
toujours comprise entre deux sommes consécutives de termes. Or, les 
sommes d'ordre pair Sən vont en croissant, tandis que les autres dimi- 
nuent; de plus, on a : 

lim (Sant — San) = lim Uny = 0; 
par conséquent, la limite S est nécessairement finie et déterminée; par 
suite, la série proposée est convergente, 

Citons, en terminant, quelques séries remarquables de l’analyse jouis- 
sant de la propriété d’être convergentes. On sait, par la théorie des 
logarithmes, que 


PET 


lorsque « tend vers zéro, ou bien 


e—iim(1+ x)" 


lorsque m augmente indéfiniment. Cherchons cette dernière limite. On a 


(+y =r} me RS 


ou bien, 


CAD re (er (DD 


san, 1 | m(m—i)(m—2) 1 


En Sa 


m? 1.2.3 m° 
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Le terme général de ce développement est : 


2 
(e-a) (e) 


est visiblement plus petit que l’unité et plus grand que 


(tite +): D, 


2m 


mais le produit 


si m croît indéfiniment tandis que p est constant mais quelconque, la 
limite de ce produit est nécessairement l’unité. Par conséquent, si on passe 
à la limite, le ei qui précède se réduit à 


Beea Prin 
C'est une série convergente qui représente la base des logarithmes 
népériens. 


I 


Posons a ——; 


CORGI 


et comme x tend vers zéro lorsque m croît indéfiniment, il vient 


e = lim (: +2)" 


Si on cherche cette limite comme ss on trouve 


Et ru 


La série du second membre est convergente quel que soit x; car, on a 


on aura 


1.2.3 


. Uny g . I 
lim = = lim g = 0. 
Un n +1 n +1 
Désignons encore par a un nombre positif et par la son logarithme 
népérien; on a 
a = els, et u= el; 
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par suite, il vient 


a? = t -+ ala +2 (la) + 


£ 


À R Aei 


C'est la série exponentielle générale qui est convergente pour toute 
valeur de z. 


I. 


Comparons, enfin, ce développement au suivant : 
a” = [: + (a — n| = 1+æz(a— 1)+ 

x (s — i) (2 — 2) 
paa 


T.2.3 


s(x — 1) 


1.2 ae à 


(a — z) -pH e 
En égalant les coefficients de la première puissance de x, il vient 
I I I 
la = (a — 1) — - (a — 1} +-(a— 1} — - (a — 1) +... 
@—1)— 5 a+ ae 


Ce qui fait prévoir, en posant : 


a= 1 4g, 
que le développement de ł (1 + x) sera de la forme 


Ioa =r 


Cette dernière série est convergente pour toute valeur de x comprise 
entre o et r inelusivement. D’après cette formule, on doit conclure que 
ARTE x? y 
l (1 z) est inférieur à x et plus grand que x — T3 donc, en désignant 
par 9 une fraction comprise entre zéro et l'unité, on peut poser : 


bx? 
HE) ent 


Nous ferons usage de cette égalité dans ce qui va suivre. 

129. Considérons maintenant un produit infini, c’est-à-dire,un pro- 
duit composé d'un nombre illimité de facteurs 

P = UUU... Unlnyio.., 
et posons : 
Pn = uiuzus... Un. 

On dit que le produit P est convergent, si P, tend vers une limite 

finie et déterminée, lorsque n augmente indéfiniment; il est divergent, 
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si P, croît au delà de toute limite avec n; enfin, si Pa ne tend vers 
aucune limite, le produit infini est indéterminé. 
Si on prend les logarithmes népériens des deux membres, il vient 
LP, = lus + lus + Lun; 
par suite, 
P, = eitust.. lus, 
Le produit infini est convergent ou indéterminé en même temps que la 
série 
lu -+ lus + ve -H lus + ce 
Quand celle-ci est divergente et a pour limite -++ œ, le produit P est 
divergent; si elle a pour limite — œ , le produit P converge vers zéro. 
Si le facteur général w, reste constamment plus grand que l'unité ou 
plus petit que l'unité quel que soit n, on n’a jamais lim lun —0; la 
série des logarithmes est toujours divergente et elle tend vers ++% ou 
—  ; par suite, le produit infini est divergent ou il a pour limite zéro. 
Il suffit de considérer le cas où lim lu, —0, c’est-à-dire, lim w,= 1, €t 
nous supposerons le produit P de la forme 


P = (1 4 2) (x + 22) (1 He xs) + (1 4 An) (1 + api) 


où les quantités æ sont quelconques, mais æ, tend vers zéro lorsque n 
augmente, On aura 


lP, = Ur + 23) + U(r + a) + ce H a + an). 
Par l’application de la formule 
9 2 
(14 1)= s — = , 
il vient 
IPn = ai + ae + ve H an — E (Daat + Daa? + ce H Onai). 

Soient ©, et 9, la plus petite et la plus grande des fractions ĝi, 02... ; 

l'expression entre parenthèses au second membre sera comprise entre 


Op (a? Haiti. Hat et O(a + a+. Ha), 
de sorte qu’en désignant par p une fraction comprise entre +0, et + % 
nous pouvons écrire 


IPn = (oi + aa + ee an) — plai + ai + + an), 
ou, d’une manière abrégée 


IP, = (a) — pX(a); 
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par conséquent, on a, pour le produit infini, 
Pa elim X(x) — plim X(œ42?) 


Lorsque les deux séries Z(x) et X («°) sont convergentes en même 
temps, le produit infini a pour limite une quantité déterminée et il est 
convergent; c’est le cas le plus intéressant et le plus utile. Les autres 
conclusions à déduire de la formule sont aussi évidentes que la précé- 
dente et nous les indiquons dans le tableau suivant : 


lim Z(«), lim Z(«°), limP, P 
— x, A, O, convergent; 
— ©, +o, O, convergent; 
A, +o, O, convergent; 
+ © , A, ©, divergent; 
+o, +o, ©, indéterminé; 


A désigne une quantité finie et déterminée. Il serait plus exact de dire 
que, dans le dernier cas, le produit paraît indéterminé; il arrive parfois 
que, par un moyen particulier, on constate qu’il est divergent. 

Par l'application de ces règles, on trouve que les produits 


(DC 

(D-DD 

C-E aa) Ea 
(NES) 


pour toute valeur de x. 
Les produits 


(1 + log 1/2) (1 + log 1/3) (1 + log 1/4) -++ 


aae a #C Si) 


sont divergents, et le produit 


EEE 
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est indéterminé. Enfin, les produits 


CCC) 
CCD) 


sont convergents, mais ils ont pour limite zéro. 

180. Développement des lignes trigonométriques en produits infinis. 
On sait que, par la formule de Moivre, on a 

(cos x + 1 sin x)" = cos mx + y — 1 sin mx; 
mais, si on développe le premier membre par la formule du binôme, il 
vient aussi 
(cos x + /— 1 sin x)" 

m(m—1) 


cos"? g sin? x + +. 
1.2 


m ,— r 
= cos” E in A. cos™—! x sin £ — 


En comparant ces relations, on trouve légalité 
m (m—1) (m—2) 


cos"—5 x sin? x + -+ 
1.2.3 


sin mx = m cos"! x sin x — 


Supposons m impair; le second membre ne contient que des puissan- 
ces paires de cos œ; en remplaçant cos* par 1 — sin°#, il se changera 
en un polynôme du degré m en sin æ et ne renfermant que les puissan- 
ces impaires. Si m est pair, on met cos œ en facteur et par la même 
substitution, le polynôme qui multiplie cos æ sera du degré m—1 avec 
des puissances impaires de sin z. 

Considérons d’abord le cas où m est impair; en remplaçant # par z, 
on peut poser 

sin mz = À, sin z + A: sin5z + As sinŸz + +... 
le second membre étant du degré m en sin z; les coefficients A;, A2, Aste 
ont des valeurs déterminées ; celle de À, se trouve en écrivant 


= A: + À: sin? z + QU 


et en faisant tendre z vers zéro; il vient ainsi 


sin mz 
sin z 


sin mz , mz 


lim = lim — = m = Å;. 
z 


sin z 
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Par conséquent, nous pouvons poser : 


sin mz = m sin z. F (y). 


F (y) désigne une fonction entière où la variable y représente sin z; 
elle est du degré m — 1, ct, pour y = 0, elle se réduit à l’unité. 
D’après cette relation, les racines de 


F(y)= 0 
seront les racines de l'équation 


sin mz = O 
qui est satisfaite en prenant 


k 
me= Ekr, on z a= s 


La formule de résolution de la première équation sera donc 


ne. 
= a: 


dans laquelle on doit poser 


M — 1 
K=1,,2, 3 IA 
On trouve ainsi les m — 1 racines 
Ar + 2T A . M— IT 
+Æ sin—: Æ sin —; + sin, .…, + sin _— 
m m 2 m 
par suite, il vient 
T T M—IiT . M—IT 
F(y)= {| y—sin — sin— }+.{ y—sin — sin — }» 
D (usa) (tan) (nn) (ns 
ou bien, 
T 2T° .eM—I1T 
F(y)={ y? — sin? — }{ y? — sin? — }...{ y? — sin? — }: 
(y) (v SRNY = y ES 
On peut mettre le second membre sous la forme 
m1 2 3 
er a . a M—I T 
F(y)=(— 1) * sin? — «sin? —f 1— y f 1— us ee 
m 2 m ST MIT 
sin? — sin — 
m 2 m 


Remarquons que la fonction se réduit à l'unité pour y =0; on doit 
donc avoir 


m—l 
Rmi E E .,M— IT 
(— 1) è sin? =sin?— +. sin? 
m m 


-= 1. 


m 
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Il en résulte qu’en remplaçant y par sin z, on obtient la formule 


h $ sin? z sin? z sin? z 
sin mz =m sin zf 1 — res Ne ER 
PEL: An m—I T 
sin? — sin? —-- sin? — — 
m m 2 m 


ou, d’une manière abrégée, 


k= CPE 
sin sr == ms sin £ [1,.,° E — 07 
sr i 
sin? — 
m 
Posons maintenant 
MIX, ou Z——; 
m 
on aura 
in? 
+ sin? — 
sin æ — m sin © II, , = ER i 
sin? — 
m 
Si on fait croître m indéfiniment, on aura 
E nor : z 
lim m sin — = lim m — = x, 
m m 
> x 
sin — — 
s m x 
lim = lim — = —. 
T- kr kr 
sin — — 


c’est-à-dire 


46-90-2962) 


La fonction sin x se trouve donc représenté par un produit infini 


convergent. 
On arrive encore au même résultat, lorsque m est un nombre pair. 


On doit partir de l'équation 
sin mz = m sin z cos 4. F (y) 
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que l’on ramène, comme ci-dessus, à la forme 


m sin?— 
n i E i Remi M 
sin x = m sin — cos — [I j.— ; 
m m =: . .kT 
sin? — 
m 


: x . R 
A cause de : lim cos —= 1, on obtient encore la même limite. 
m 
Pour arriver à la conclusion qui précède, nous avons admis que l'arc 
kr : k à 
— est très petit et, dans la recherche de la limite, nous avons remplacé 
m 


le sinus par l’are. Or, lorsque m est considérable, il arrive que le nom- 
bre k prend une valeur comparable à celle de m et cette substitution n’est 
plus rigoureuse. Cependant le résultat est exact. Pour le démontrer, con- 
sidérons les produits 


7) es) 2 k | 
(36-22 CE 


dont les premiers facteurs tendent à devenir identiques aussi longtemps 
que leur rang n’est pas comparable à m. Ils sont tous deux convergents, 
car les séries 


+ sin?z + Lx 

- i . 3T 

sintT sin sin? 
m m 


sin?’z 


2 2 
x x x 
ete om T . 
ou bien 
n? ar? 97? 
m'sin?z m? ar m? ie m? ik, 
n? REA a PET 
sin? — sin? — sin? — 
m 
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sont convergentes. Pour la seconde, c’est évident; pour la première, en 


se rappelant que le rapport d’un arc plus petit que z à son sinus est 


. pre T P $ e 
inférieur à 5? les termes de cette suite sont moindres que ceux de la série 
convergente 

on ( SE. ) 

— I — _ … . 

(r++ 

La convergence des deux produits entraîne cette conséquence qu’en 

formant, dans chacun d’eux, le produit des facteurs à partir du moment 
où k devient comparable à m, ces produits partiels auront pour limite 


l'unité; dans ces conditions, les produits complets ont nécessairement la 
même limite et l’on a rigoureusement 


sine e(s— 2) (s =) ( De) 


Après avoir déterminé le développement de sin x, on obtient immé- 
diatement cos x par la formule 


mar CE) CE) CT) ie) 
Mn (G-3)(- ar s)(- em)" 


ou bien, après la suppression des facteurs communs 


+) a 
vob a | ue | der N 


Connaissant sin æ et cos x, il est possible de convertir une ligne 
trigonométrique quelconque en produit infini convergent. 
Si on pose successivement 


mT 2M7 
Tt = —;, L—=—) 
2n 
on trouve i 
in "TNT AO, ntm an — m MAEM 
2n 2n 2n 2n 4n 4n 
.: 2MT 2M7 2n— 2m 2n-+2Mm 4n— 2m 4n+ 2m 
PPT A S A a 
24 
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d'où on tire 
. 2MT 
sin — 
008 ir 2n _2n—2m 2n + 2m At 2m qn 4n + 2m 2m 
en MT  on—m 2n Em 4n—m an Em ai 
n — — 


On peut déduire de ces formules quelques relations numériques 
intéressantes. Par exemple, si on pose dans la dernière 
5m 
n=3m, n=2m, n=>— , 
2 


et si on observe que 


m ı T 1 — ol = 
cos g= -1/3, o A poses 5h 


il vient 
1 4 8 10 14 16 20 
Vire PEN 13 Ig T9 i 
PAA e Ma a g 
2 375:7 -9 [FE 
EE E E EI T aaf 
1+5=4: 6 9 11 14 16 


Les conséquences du développement de sin æ en produit infini sont 


nombreuses; nous allons en déduire quelques formules célèbres dans 
l'analyse. 


181. Formule de Wallis. Posons dans la formule de sin x, x nn. 


OO QE 
(C5) (5) 


c’est-à-dire, 


(2) (4) (DDC) 
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Si on résoud cette équation par rapport à —, on trouve 
2 
à, 44100 2n 2n 
j: ME: AE l 7 zn— i 2n+HI1 
C’est la formule de Wallis; elle donne la valeur de © sous la forme 
2 


d’un produit infini de fractions alternativement plus grandes et plus 
petites que l’unité. 
D’après cette formule, on peut écrire 


2 
LAN TES (2.4.6...2n) 
2 (1.:3.5..2n— 1) 2n- 1 
lorsque n augmente indéfiniment, ou bien 
(1:23 oe n)? (2.4.6... an) 


T 
-= lim 2?" 
2 (1:2.3.4...2n)2n+1 


c’est-à-dire 
(152:3.4..n) 
(1.2.3.4...2n) 2n+1 


T r 
-= lim 2% 
2 
À FE T ; A A 
Enfin, si on divise par A et si on extraie la racine carrée, il vient la 
relation 
n 2 
(a) / Žim ar - ALAA S Ra RE, 
LS (1.2.3.4... 20) 2n-4}1 
182. Formule de Stirling. Cette formule consiste dans la relation 
1.2.3+40 n= 27e-"n"+3 


qui est très approchée, si le nombre n est considérable. M. J. Serret a 
déduit cette formule de celle de Wallis, comme nous allons l'indiquer. 


Posons A 
(4) — 1.2.3...X © S 
R 2me-rarts AC | S 
À, 
Cette fonction jouit des propriétés suivantes : Y S 
Là à 
3 de` P 
(2n) CAA, 
Á > 
t . 
(y RU 
g(2n) D 
ex N 


ş 
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où n désigne un nombre qui augmente indéfiniment. En effet, confor- 
mément à la définition de ọ, on a 
[p(n _ (t.2:3n) Re, 
p(2n) te (1.2.3...2n) ? 


en supprimant les facteurs communs, on trouve 


eey pe EEE E T) h 
p(2n) Lo (1.2.3... 20) 2n 
Or, d’après la relation (x), la limite du second membre est l'unité; done, 


la relation (B) est démontrée. 
D'un autre côté, on a aussi 


g(x) 1.2.34.% V2net(x Hits 


olp y 2netatt3 12:3 ee D(IS ? 


dE (NS 


par suite, il vient 


ou bien 


ga) +e) C+), 


TETI 


Afin de simplifier, appliquons les formules 


I I g ` I I I o” 
G le = Ce a 


@' et 0” étant des quantités comprises entre o et 1. Il vient alors 


PRES RER | 
ou bien 
gr" g 
(=+ +1) (1+ A= re 


Done, en représentant par 0, une nouvelle pe comprise entre 
o et 1, on peut écrire 


CICR 
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En substituant, on obtient finalement 
b, 
ala) _#. 
gx + 1) 


Si on remplace successivement x par x- 1, x + 2, etc., on a également 


ba 
glr +1) _ er 


ps +2) 
+2) M ras 
p(x + 3) 
ọ(2x — D e2z— 1} 
p(2x) 
Multiplions toutes ces égalités membre à membre; il viendra 
du, © z 
q(x) es Sterne j, 
g(2x) 


X PRESTR I I 
La somme qui forme l’exposant de € est inférieure à s.— = -; par 
a ri 


suite, 9 étant une quantité comprise entre o et 1, on aura 


] 
(x) xs, 
g(2x) 
et, en remplaçant z par n, 
ô 
an) A, 
p(2n) 


Dans l'hypothèse où n croit indéfiniment, on arrive à la relation (y), 
savoir : 
„n n 
lim Han =i 
Les égalités (B) et (y) étant démontrées, si on les divise l'une par 
l’autre, on trouve lim ọ (n) — 1; on a donc approximativement, pour n 
très grand, 


_ ' 
1.2.3.4 n = pare "nt: 


Cette formule de Stirling est très utile dans l’analyse et indispensable 
dans la théorie des probabilités. 
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§ 3. 


PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE DES NOMBRES ENTIERS. 


183. Les nombres entiers se partagent en deux classes : les nombres 
premiers et les nombres composés. Un nombre est dit premier lorsqu'il 
n’admet d'autre diviseur que lui-même et l'unité; un nombre est dit 
composé lorsqu'il admet plus de deux diviseurs. Il est utile de laisser le 
nombre 1 en dehors de ces deux catégories; plusieurs formules relatives 
aux nombres premiers ne lui sont pas applicables. Tous les nombres 
premiers excepté 2 appartiennent à la série des nombres impairs. Pour 
déterminer les nombres premiers inférieurs à un entier donné n, on 
commence par écrire la liste des impairs 


3» 5s Js 9s Il, + R} 
ensuite, à partir de 3° = 9, on efface les nombres de 3 en 3 qui sont 
tous divisibles par 3; à partir de 5° = 25, on efface les nombres de 
5 en 5, à partir de 7? = 49, les nombres de 7 en 7, et ainsi de suite; on 
s'arrête dès que l’on arrive à un carré supérieur à n. On trouve ainsi 
pour les nombres premiers inférieurs à 100 
25 3s Sr Fr Ils 135 17» 19, 235 29, Jis 37: 41 
43» 47: 53» 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83» 89, 97. 
184. Diviseurs d'un nombre. On sait qu’un nombre composé est 
susceptible de se ramener à la forme 
n= p“qfr? PRET 
P, q, T... étant des nombres premiers inégaux et x, É,... des nombres 
entiers et positifs. Il admet d'abord comme diviseurs les & + 1 nombres 
(di) CO LOU AR Ne 
Si on multiplie chaque terme de cette suite par les nombres 


Q Ps qeg’, 
on obtient 


(d). gpg pg ptg gph s oes ghep nas Pod 
qui sont aussi des diviseurs de n; le nombre des diviseurs renfermés dans 
les suites (dı), (d) a pour expression 


(2 + 1)+P («+ 1) = (2+ 1) (+ 1). 
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En combinant ces diviseurs obtenus avec ceux de la suite 
PO TAE ot 
la multiplication donnera 
(E+ :1)7 
diviseurs différents des premiers; en y ajoutant ceux-ci, on trouve 
at DE+ Hat DP y= (+1) (+1) +0). 


Il est évident que, par la continuation de ce procédé on arrivera à 
lexpression suivante : 


CEEE E A LE E) 


pour ie nombre total des diviseurs de n y compris lui-même. De plus, 
ces diviseurs seront les différents termes du produit 


MERT ENE e E oa e a e; 
On en conclut aussi que leur somme sera représentée par le produit 


pt — ıı qê}! —ı rt x DH —7r 


FE : MEEA Nr ET 


Ainsi, pour 
n = 360 —25.31,5, 
le nombre des diviseurs sera 
G+1)(2+1(G+1)= 24, 
et leur somme sera égale au produit 
2f — 1 35—1 5 —1 


et D ds GE 6 = 
PAE ET AE 1170. 


On appelle nombre parfait celui qui jouit de la propriété d’être égal à 
la somme de ses diviseurs. Par exemple, pour les nombres 6 et 28, on a 
les égalités 

1H2+3—6, 
1+2+4+7+14=28; 
6 ct 28 sont des nombres parfaits. Les nombres parfaits connus sont de 
la forme 
at (25 — 1) 
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où 24 — 1 est un nombre premier; c'est ce qui résulte de la proposition 
suivante : 
Si, dans lu progression géométrique 
HAE 
on fait la somme des termes jusqu'à ce que cette somme soit un nombre 
premier, le produit de cette somme par son dernier terme est un nombre 
parfait. 
En effet, posons 
p= 4242 4. Lorie air 
et supposons que p soit un nombre premier; nous allons démontrer que 
le nombre 
a = (2 — 1)2%—! = 2h 1p 
est un nombre parfait. Les seuls diviseurs de ce produit plus petits que 
lui-même sont : 
PEN AEE A A a 
Pi ¿p a'p;j s ath. 
Si on fait leur somme, on trouve 
2*— 1 -} p(2*' — i) 
ou bien, en remplaçant p par sa valeur, 
2* — 1 p (2t — 1) (2 — 1) = 2*4 (2h — 1); 
cette somme vaut donc le nombre a; donc ce dernier est un nombre 
parfait 
Si on pose dans la formule 
a = 2*-! (2*— 1) 
k= 2, 3, 5,7, 13, 17, 19, 31,61, on trouve tous les nombres parfaits 
connus; aucun d'eux n’est impair. 
On appelle aussi nombres amiables, deux nombres dont chacun est égal 
à la somme des diviseurs de l’autre. Il en est ainsi pour les nombres 220 
et 284. On a, en effet, pour la somme des diviseurs du premier 


142444 so ri ao 2244 + 55 + 110 = 284, 


et, pour la somme des diviseurs de l’autre 


1H 24 + 91 + 142 = 220. 
Euler a trouvé 61 couples de nombres amiables. 
183. Nombres premiers entre eux. On appelle ainsi les nombres qui ne 
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possèdent d'autre diviseur commun que l'unité. Un nombre n’est jamais 
premier à lui-même si ce n’est l'unité; c'est là un caractère du nombre 1 
qui le distingue des autres nombres premiers. 

Cela étant, si p et q sont des entiers premiers entre eux, les restes de la 
division dè chaque terme de la suite 

Ps 2P; 3P» 4Ps es (qg—1)p 
par q sont tous différents; ce sont les nombres de la suite 
TS Mans VAE rs Mg 
mais dans un ordre quelconque. 

Il est d’abord évident qu'aucun nombre de la suite proposée n'est 
divisible par q, puisque les coefficients de p sont inférieurs à q et q est 
premier avec p. De plus, si deux de ces multiples de p donnaient le même 
reste, leur différence, qui serait un autre nombre de la suite, devrait 
être divisible par q, ee qui est impossible. 

Le produit pq est le premier multiple de p divisible par q; les mul- 
tiples suivants : 


Q@+ip, (g+2)r, (g+3)p, + (29—1)p 
jouiront aussi de la propriété de ne pas être divisibles par q ét de 
reproduire dans le même ordre les restes de la première suite; car les 
différences respectives des nombres (q + 1) p et p, (q + 2)p et 2p, ete., 
sont divisibles par Q. 

Enfin, désignons par a un troisième nombre entier quelconque; si on 

forme la suite 
a, üp, a+2p, a+3p, …, a+(q—1)p, 
on démontre de la même manière que la division des nombres qu’elle 
renferme par q conduit à des restes tous différents qui sont les termes 
de la suite 
0. 1,84; 3, 40 55: Q—1 
dans un certain ordre. 

La suite que nous venons de considérer eontient les q premiers termes 
d’une progression arithmétique dont le premier terme est a et la raison 
p. La propriété précédente peut s'exprimer ainsi : 

La division par q des q premiers termes d’une progression arithmétique 
dont la raison est un nombre p premier avec q conduit à des restes tous 
différents qui reproduisent dans un certain ordre les nombres 


o i 2 3n 49 ss QT 
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Remarquons encore que, dans les g termes de la progression, il y en 
aura autant premiers avec q qu’il y a de restes premiers avec q; car, 
si un reste est premier avec q, il en est de même du dividende, et 
réciproquement. 

186. /ndicateur d'un nombre. On appelle indicateur d'un nombre 
positif n le nombre des entiers de la suite 


ln Oran da E a 
qui sont premiers à #; on le représente par la notation ọ(n). On a, par 
exemple, 


e= 1, g2)=r, 4(3)=2, (4)=2, ¢(5)== 4, ete. 
Lorsque n est un nombre premier p, il vient évidemment 


AP)=p— 1. 

C'est un exemple d’une formule qui est en défaut pour p = 1 ; comme 
le nombre 1 est premier à lui-même, on doit prendre g(1) = 1 au lieu de 
(1) = 0. 

Nous allons étudier quelques propriétés de la fonction numérique ọ(n). 
D'abord, étant donnés deux nombres p et q, premiers entre eux, on a la 
relation 

ppq)= g(p)p(g). 
Désignons par 
ON PO MR EE © 
les entiers inférieurs à p et premiers avec p; leur nombre est représenté 
par g(p). Soit p l’un quelconque d’entre eux; tous les termes de la suite 


(a) p pp; p+2p, ptp =o p+(4—1p 

sont inférieurs à pq et premiers avec p, lorsqu'on remplace p par Pun 
quelconque des nombres 1, 4, b, .... D'un autre côté, tout entier plus 
petit que pq et premier avec p est nécessairement de la forme p + kp 
où k est zéro ou un entier inférieur à q. Afin d'obtenir g(pg), il faut 
prendre, parmi ces nombres premiers avec p, ceux qui sont en même 
temps premiers avec q. Or, si on divise les termes de la suite (x) par q, 
on obtient pour les restes les nombres 


DT ar a dr eng il 
qui renferment o(g) nombres premiers avec q; il y en aura autant dans la 
suite (x) formée des dividendes; mais, comme on doit remplacer p par 
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l’un quelconque des o(p) nombres 1,4, b, ...p—1, on en conclut que 
le produit ọ(p)ọ (q) représentera le nombre des entiers plus petits que pq 
et premiers avec p et q, ainsi qu'avec leur produit; donc la relation pro- 
posée est démontrée, 
On en déduit 
Ta ọ(pqr) = ọ (p) 9 (qr) = g(p) 9 (4) ọ(r) 
et, en général, 
ẹ (pqr --- t) = q (p) (4) ẹ (r) ++ ẹ (9. 
Donc, l'indicateur d'un produit de plusieurs nombres premiers entre eux 
deux à deux est égal au produit des indicateurs de ses facteurs. 
Considérons maintenant un entier n donné par n = p*, p étant un 
nombre premier. Parmi les entiers de la suite 


E 03 dt: 
il n’y a que les nombres 


t 
P, 2P, 3P, 4P) +, =P= 


qui ne peuvent être premiers avec n; par suite, la différence 


n ( >) 
n — =n] I —- 
P P 


représentera le nombre des entiers inférieurs à n et premiers avec n, 
c'est-à-dire, ọ(n). 
Pour un nombre quelconque 


1 
’ 


n = pqhr! …. 
on aurait f 
gr) = ¢(p*) p (pÊ) … p(t) 


Gjel —) 8 —:) i aoe , 
RÉ F qř( 1 7 sæl k i 


c’est-à-dire, 


E] 


Par exemple, on a : 


504 = 25,3°.7; 
par suite, 


(504) = 504 ( 1 —:) (: 2) ( —;)= 144. 
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Désignons par dı, ds, … dm tous les diviseurs d’un nombre #; il existe 
encore cette proposition de Gauss : 

La somme des indicateurs de tous les diviseurs d'un nombre est égale 
à ce nombre de sorte que l'on a : 


e(d) + p(d:) + ++ + q(dn) = n. 
Si on représente par 
n = p*qÊr’ … à 


le nombre donné, on sait que la somme de ses diviseurs est égale au 
produit 


mpk seke i 6 ereng 
Un terme quelconque de ce produit est de la forme p*’qP’r/" … et nous 


pouvons poser 
di = pgr ass 


p (dı) = g(p*") p (gP) p0’) … 
La somme des valeurs de ọ pour tous les diviseurs de n sera aussi 
égale au produit 


LHe tel) Hel + ela ++ el. 
mais, la première parenthèse a pour valeur 
aa —; jetre ++ HE 


De mème, les autres parenthèses représenteront respectivement 
qÊ, r7, .… (À, Par conséquent, il vient 


P (di) + p (da) + «+ F p (dm) = p*gfr? ce n. 
Le nombre 12, par exemple, admet comme diviseurs les entiers 


d’où 


I, 2 3 A 6, 12; 
mais, On a 
pOi)=1, ọ(2)=1, p(3)=2 p(4)=2, p(6)= 2, ọ(12)=4; 
ce qui donne 


(1) +o (2) +9 (3+9 4) +9 (6)+ ẹ (12) = 12. 


En terminant, il sera utile de mettre ici en tableau les premières 
valeurs de la fonction ọ et, à côté, les nombres qui leur correspondent, 
On constate que ọ ne passe pas par tous les nombres; ainsi, il n’existe 
aucun nombre n dont l'indicateur soit égal à 14, par exemple, ou 17, 
ou 34, etc. 
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1 A À 

2 3» 4, 6. 

4 5» 8, 10, 12. 

6 7: 9, 14, 18. 

©] 15, 16, 20, 24, 30. 


10 1522; 
12 13, 21, 26, 28, 36, 42. 
16 17 32» 34, 40, 48, 60. 
18 19, 275 38, 54. 

20 25, 33, 44, 50, 66. 


22 23, 46. 

24 | 35,3945, 52, 56, 70, 72, 78, 84, 90. 
38 29, 58. 

30 31, 62. 


32 51, 64, 68, 80, 96, 102, 120. 
36 37» 57s 63 74, 76, 108, 114, 126. 
41, 55s 753 82 88, 100, 110, 132, 150. 


187. Nombres congrus pour un module. Lorsque deux entiers a et b, 
positifs ou négatifs, sont tels que leur différence a — b est divisible par 
un troisième nombre m, on dit qu’ils sont congrus ou équivalents par 
rapport à m, et ce dernier s'appelle module. On exprime algébriquement 
cette propriété par légalité 


a—b X 
= nombre entier, 


ou, par 
a = b + un multiple de m. 


Pour abréger, Gauss a employé la notation 


a=b (mod. m) 
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admise aujourd’hui, et cette formule se nomme congruence. D'après cette 
définition, on peut écrire 


17=2(mod.5), 9=—5(mod.7), 16 = 0 (mod. 8) 
puisque 17 — 2 est divisible par 5, 9 + 5 par 7, et 16 par 8. La formule 
de Gauss doit se lire : a congru à b pour le module m. 
Divisons un nombre a par m; en appelant g le quotient et r le reste, 
il vient 
a = qm -r 


etr est compris entre o etm. Mais, on a aussi 
a = (q+ 1)m — (m — r), 


c’est-à-dire, qu'en augmentant le quotient d’une unité, on doit prendre 


A m À m 
pour le reste — (m — r). Si r=—>» m—r a aussi pour valeur — ; 
2 2 


R m F > m 
mais, si r est plus grand que SL loué est inférieur à — - Il en résulte 
2 


qu’un nombre quelconque admet toujours un reste positif ou négatif 
moindre, en valeur absolue, que la moitié du module. On l'appelle reste 
ou résidu minimum. 

Observons que, r étant le reste de la division de a par m, a — r est 
divisible par m, et l’on peut toujours écrire pour chaque nombre 


a =r (mod. m). 


Par une extension du mot reste, les nombres a et b de la formule 
a= b (mod. m) 
s'appellent quelquefois résidus l’un de l'autre pour le module m. 

Il importe d’énumérer les transformations élémentaires que l’on peut 
faire subir aux congruences. En premier lieu, si deux nombres sont 
congrus à un troisième pour le même module, ils sont congrus entre 
eux; en d’autres termes, les congruences 

a = c (mod. m), b= c (mod. m) 
entraînent la suivante : 
a = b (mod. m); 
car, si les quotients 


a—¢ b—c 
? 
m m 


sont entiers, il en est de même de leur différence. 


www.rcin.org.pl 


— 567 — 


Addition et soustraction. Étant données les congruences de méme module 


a =b (mod. m), a’ =b (mod. m), 
on aura aussi 
a + a =b + b’ (mod. m). 
En effet, si on ajoute et si on retranche les quantités 
a—b a'—h 


, 
m m 


qui sont des nombres entiers, il vient 
—b+(a —b 
se? ) _ nombre entier, 
c’est-à-dire, 
aa =b+b, a—a =b— b' (mod. m). 
Multiplication, élévation aux puissances. On peut multiplier les deux 
termes d’une congruence par un nombre quelconque n; car, si l’on a 


a = b (mod. m), 


(a — b) 
m 


a — b A AE n 
est un nombre entier, ainsi que 


; donc 


na = nb (mod. m). 
Les congruences 
a = b (mod. m), a’ = b' (mod. m) 
sont équivalentes aux égalités 
a = b + un mutiple de m, 
a = b' + un multiple de m. 
En les multipliant, il vient 
aa’ = bb' + un multiple de m, 


c’est-à-dire, 
aa' = bb! (mod, m). 


Si l’on a encore une troisième congruence de même module 


a” = b” (mod. m), 
on écrit aussi 
a" = b” -4+ un multiple de m. 
Par la multiplication de cette égalité avec la précédente on trouve 


n a'a” = bb'b” -+ un multiple de m; 
onc 
aa'a” = bb'b” (mod. m), 
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et ainsi de suite. Il est donc permis de multiplier entre elles les congruen- 
ces de même module. 

En posant a = a’ = a”, b = b' = b”, on a aussi 

a? = b? (mod. m), aë = b5 (mod. m) 
et, en général, 
a* = b* (mod. m). 

Division. Pour diviser les deux termes d’une congruence par un nom- 

bre n, il faut que ce nombre soit premier avee le module. Soit la con- 


gruence 
na = nb (mod. m), 


etk un entier; on peut écrire 


na = nb + km; 
d’où K 
m 
damb a 


Si n est premier avec m, il faut que k soit divisible par n; nous aurons 
ainsi 
a = b + un multiple de m, 
ou bien 
a = b (mod. m). 
Quand il existe un facteur commun entre n et le module, on peut rem- 
m WAS f 
placer la fraction £ par la fraction 7 obtenue en supprimant le facteur 
n 


commun ; il vient alors 


a=b+Kk— 


r 
n° 
et k devrait être divisible par n’; il en résulterait alors une congruence 
d’un autre module m’. 

Nous allons faire l’application de ces propriétés à la démonstration de 
deux théorèmes importants de la théorie des nombres : le théorème de 
Fermat et celui de Wilson. 

188. Théorème de Fermat. Si p est un nombre premier et a un nom- 
bre quelconque non divisible par p, la différence a? — 1 est un mul- 


tiple de p, c’est-à-dire que l'on a la congruence 


a?-'=ı (mod.p). 
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En effet, nous avons vu que les entiers de la suite 
ü, 24, 34, 40, ..., (p— i)a 
donnent pour résidus relativement à p les nombres 


TE E A aps DT 

dans un certain ordre. Chaque nombre de la première suite est done 
congru à un certain nombre de la seconde suivant le module p ; par suite, 
le produit des premiers nombres sera congru au produit des autres 
et l’on a : 


a.24.3a....(p —1)a=1.2.3...p—1 (mod.p) 
ou bien 


aP—1(1.2,3..p—1)=1.2.3...p—1 (mod. p). 

Si on divise par le produit 1.2.3...p—1 qui est premier avec le 

module, il vient 
aœ—'=ı (mod.p). 

Ce théorème est susceptible de généralisation. Désignons par a et m 
deux nombres premiers entre eux et par ọ(m) l'indicateur de m; on a 
aussi 

a?™ — 1 (mod. m). 

Pour le démontrer, représentons par 

(a) UT, SOR SO US Messe. UP 


les nombres premiers à m et plus petits que m; en multipliant par a, 
il vient 
(8) "O AC" QU +4 
et aucun de ces nombres n’est divisible par m, puisque a est premier 
à m et b,c, d... inférieurs à m. Si on les divise par m, tous les résidus 
seront différents; car, en admettant que les nombres ac et ad, par 
exemple, divisés par m donnent le même reste, leur différence a(c — d) 
serait divisible par m, ce qui est impossible; on obtiendra donc œ(m) 
résidus différents qui seront précisément les termes de la suite (x). Chaque 
nombre de (5) est congru à un certain nombre de (2), et le produit 
des nombres de la seconde suite sera congru au produit des nombres 
de la première, Il vient donc 
a.ab.ac … al=b.c.d...{l (mod. m), 
ou bien, 
a?" (b.c.d...l)—(b.c.d...1) (mod. m); 
25 
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En divisant par le produit b.c.d ... L qui est premier à m, il reste 
a?™=ı (mod. m). 


Done, si a et m sont premiers entre eux, la différence a?™ — 1 est 
divisible par m. 
189. Théorème de Wilson. Si p est un nombre premier, la somme 
1,243... (p — 1) + 1 est divisible par p, c'est-à-dire que l'on a : 
1.2.3... (p—1)+1=0 (mod. p). 
En effet, considérons la suite des nombres inférieurs à p 
(y) Ty ‘Ai Dal din con D PT 
et soit n l'un quelconque d'entre eux. Formons avec n la seconde suite 
(è) n, 2n, 3n, 4n, .., (p— i)n 
Tous ces nombres divisés par p donnent pour résidus ceux de la pre- 
mière suite; un seul sera congru à l'unité; désignons-le par kn; on aura 
kn=1 (mod. p). 
Les nombres k et n sont différents l'un de Pautre à moins que n soit 
1 où p — 1, les termes extrêmes de la suite (y). En effet, posons k = n; 
conformément à la congruence, la différence n° — 1 ou (n — 1) (n + 1) 


doit être divisible par p, et cela n’est possible que pour n= 1 et n=p— 1. 
Il en résulte qu’en laissant 1 et p — 1, les autres nombres de la suite (y) 


savoir : 

29 3» 45 51 + P—2 
peuvent se grouper deux à deux de manière que le produit des nombres 
de chaque groupe soit congru à l’unité; en multipliant les congruences 
correspondantes à tous les groupes, il viendra 

2.3.4.. p—2=ı1 (mod. p) 
ou bien, 

1.2.3.. (p—2)(p— 1)=p—: (mod. p), 
c'est-à-dire, 
1.2.3.. (p—1)=—ı (mod. p); 

donc le théorème est démontré, 


190. Des congruences en général. Les congruences proprement dites 
renferment, comme les équations, une ou plusieurs inconnues. Soit x 
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une inconnue ; il y a lieu d'étudier les congruences de différents degrés 
par rapport à z, telles que 
axb=o, (mod. m), 
az? + bx Leo, (mod. m), 
et, en général, 
F(x) = ax" p ais" LL. La, ra, =o (mod. m), 
les coefficients étant des nombres entiers. 
On dit qu'un nombre entier x, est racine de la congruence 
F(x)=o (mod. m), 
lorsque le résultat correspondant F(zx;) est divisible par le module, 
Ainsi, la congruence 
3Z2—1—=0 (mod. 5) 
admet la racine x == 2, et la congruence du second degré 
x? -+ 5x —3=0 (mod. 7) 
est satisfaite pour x = 3. 
Supposons que x, soit racine de 
F(x)=0o (mod, m); 
il viendra 
F(x;)=o (mod. m). 
Or, quel que soit l’entier k, on aura aussi 
F(x: +km)=o (mod. m); 


car, si on développe le premier membre, on trouve 


F (z, + km) = F (x,) + kmF' (x1) + F(x) +. 


Comme le module m est facteur dans tous les termes à partir du 
second, si F(x,) est divisible par m, il en sera de même de F (x, + km). 
Donc, étant donnée une racine de la congruence, on en déduit une 
infinité d’autres par la formule 

x = xı + km 


où k est .un entier quelconque. On peut toujours déterminer k de 
manière que la valeur de x soit comprise entre o et m, et c’est celle-ci 
que l'on considère seulement; on fait abstraction de toutes les autres 
valeurs qu’on regarde comme équivalentes à la première. 
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D'après cette remarque, on regarde comme racines d'une congruence 
F (x)=0 (mod. m) 
les valeurs de x inférieures au module pour lesquelles F (x) est divisible 


par m. 
Il importe de faire remarquer immédiatement qu'il est toujours pos- 
sible de transformer une congruence de manière que ses coeflicients 


; A ? m m 
soient compris entre o et m ou bien encore, entre EIR et ve En 


effet, on peut remplacer la congruence 
aos" + ax"! Han =O (mod. m) 

par 
ag" + at + ee Ha, — m (box" + biat + + + ba) = 0 (mod. m), 
ou bien 

(ao — mbo)x" + (a1 — mbije"t + -+ Ha, — mb, =0 (mod. m), 
et les coefficients bs, bı +++ sont quelconques. Désignons par Qo, qu, 
ro, rı, ++. les quotients et les restes des coefficients ao, &, az, + divisés 
par m et remplacons les coefficients b par les quantités q; on aura 

(a, — mqo}x" + (a — max" + Ha, — mqx =0 (mod. m), 


c'est-à-dire 


roz" -+ rar EL br, =o (mod. m). 
Ar À m M 
Les quantités r sont comprises entre O et m ou entre — Fa -— en 
2 


employant les restes négatifs. Comme exemples de cette transformation, 
soient les congruences 
1237% — 4096=0 (mod. 27), 
19% + 1225 + 252° L 20x + 49=0 (mod. 12). 
En divisant les coefficients d’un côté par 27 et de l’autre par 12, les 
restes permettent de les ramener aux deux suivantes : 
—5x4+8=0 (mod. 27), 
5x -+x — 4x +i=o (mod. 12). ` 
Remarquons encore qu'une congruence 


aox" + aa- +. -Hamo (mod. m) 
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est satisfaite, quel que soit x, lorsque tous les coefficients sont divisibles 
par m; on dit, dans ce cas, qu’elle est identique, Au contraire, si tous 
les coefficients excepté le dernier a, sont divisibles par le module, la 


congruence est impossible. 
Une congruence peut être impossible dans d’autres circonstances, On a 


Pa) +; 


la différence du premier membre est done divisible par m et 
F(x -+ m)=F(x) (mod. m). 

Les restes de F(x + m) et de F(x) pour le module m seront identiques; 
il en sera de même pour F(x + 1 + m) et F(x + 1), ainsi de suite, Il 
résulte de là qu’en donnant, dans la congruence 

F(z)=0 (mod. m) 

à x toutes les valeurs entières possibles, les restes des résultats corres- 
pondants pour le module devront faire partie de la suite 


F (x + m) — F (x) = mF'(x) + 


m? 
I.2 


CAS st T OEA E S. 
et revenir périodiquement de m à m. Or, en général, ces restes ne repro- 
duiront pas nécessairement tous les termes de cette suite, et, par consé- 
quent, il ne sera pas toujours possible de résoudre en nombres entiers 
une congruence donnée. Par exemple, pour la congruence 
xr? —2x-+3=0 (mod. 5), 
si on substitue les entiers O, 1,2, 3, 4 dans le premier membre, on 


trouve les résultats 
3 2; 3: 6, 11 


dont les restes pour le module 5 sont : 
Ds ds, «35. Ts Xe 
Pour tous les entiers positifs ou négatifs substitués à x, les restes seront 
toujours ceux qui précèdent; la congruence proposée est donc impossible 
puisqu’aucun résultat n’est divisible par le module. 
Au contraire, la congruence 


xz°— 11Z+30- 0 (mod. 4) 
admet les racines 1 et 2. Les résultats des substitutions O, 1,2, 3 étant 


30,20; 12, 6, 
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il vient pour les résidus relativement au module 4, 
POLE aaa FRE i 

Les restes des divisions des coefficients par 4 étant 1, — 1, 2, on peut 
remplacer la congruence donnée par x? x -+ 2 = 0 et on arrive encore 
plus facilement au même résultat. 

191. Des congruences de module premier. Soit p un nombre premier ; 
la congruence linéaire 

ax=b (mod.p) 
n’admet qu’une seule racine, En effet, on peut toujours supposer que a 
et b sont inférieurs au module, et, dans ce cas, on sait que les nombres de 
la suite 
a, 24, 34, seis, (p—1)a 
ont pour résidus relativement à p 
I 23 33 =» D; ss Pit 

Il n'existe qu'un seul nombre æa de la première suite qui soit congru 
au nombre b de la seconde; done, la congruence proposée ne possède 
qu'une racine. Il en est encore ainsi lorsque p n'étant pas premier, a est 
premier avec p. 

Considérons, maintenant, la congruence de l’ordre n 
(1) F (x) = aox" + aa! Hs La, =o (mod. p), 

p étant un nombre premier; elle ne peut admettre plus de n racines. 
Supposons, en effet, qu’elle ait n + 1 racines savoir : 

Lis 2, 39 …… Ant13 
et soit æ, la plus petite. Posons 

(a) x=y+ou. 

La transformée en y aura pour terme indépendant F (x) qui est 
congru au module; en le supprimant, la congruence en y sera de la forme 
(2) y (boy + by + + bns)=0 (mod. p). 

Elle admet autant de racines que la proposée ; d’après la relation (x), 
ces racines sont : 


Oj As — Lis As — is oo) Angi — Le 


Le premier membre de (2) est donc divisible par p, si on remplace y 
par l’un des nombres 


2 — Qi; Xz m Qis ... Anyi — Li; 
? 
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` 


or, ils sont premiers à p, et cest le polynôme entre parenthèses qui 
doit être divisible par p; en d’autres termes, ces nombres sont les racines 
de la congruence 

boy" + biy"? + + bis 0 (mod. p). 

Donc, si la congruence du degré n possède plus de n racines, on peut 
en déduire une autre du degré n — 1 ayant plus de n — 1 racines. 
Par une transformation analogue, on trouvera une congruence du degré 
n — 2 ayant plus de n — 2 racines; ainsi de suite. On arriverait de cette 
manière à une congruence du premier degré qui aurait plus d'une racine; 
ce qui est impossible. Donc, toute congruence de module premier ne peut 
avoir plus de racines qu'il n’y a d'unités dans son degré. 

Une congruence remarquable de module premier est la congruence 
binôme 

xP-! — ı=0 (mod. p). 


En vertu du théorème de Fermat, elle est satisfaite par tous les nom- 

bres de la suite 
I) 29 35 4 es P—I. 

Cette propriété fournit une nouvelle preuve du théorème de Wilson. 

Considérons, en effet, la congruence 
(æ—1)(x—2)...[x—(p—1)]—(x—1)=0o (mod. p); 
la puissance x?! disparaissant par la soustraction, elle est du degré p— 2; 
mais elle est satisfaite par les p — 1 nombres 
RO RE 
et elle doit être identique ; les coefficients des diverses puissances de x 
sont divisibles par p ainsi que le terme indépendant; on a done 
1.2.3... (p—1)H1=o (mod. p). 

C’est le théorème de Wilson. 

Lorsque le premier membre d’une congruence 


F(x)=o (mod. p) 
de degré inférieur à p est un diviseur de lezspression 


ar- — 1 + pf(r), 


où f(x) est aussi d'un degré inférieur à p, elle admet toujours autant de 
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racines qu'il y a d'unités dans son degré; car, dans cette hypothèse, on 
peut poser 
a=! — 1 + p{(x) = F(a). ia). 
Le premier membre de cette égalité est divisible par p lorsqu’on rem- 
place x successivement par les entiers 
1, 25 33 4: RAD = Le 
il en résulte que la congruence de degré p — 1 
F(x).g(#)—0 (mod. p) 
admet p — 1 racines. Si la congruence proposée 
F(x)-_o (mod. p) 
avait moins de racines que d’unités dans son degré, la congruence 
ọ(x)=o (mod. p) 
en aurait un nombre supérieur à son degré; ce qui est impossible. 
Considérons encore les congruences de module premier 
F(x)=o (mod. p), f(x)=o (mod. p), 
et soit D(x) le plus grand commun diviseur des premiers membres; les 
racines communes des congruences seront données par 
D(x)==0 (mod. p). 
Divisons, en effet, F(x) par f(x); appelons Q le quotient et R le reste ; 
on aura 
F(x) = Q/(x) +R; 
mais, pour chaque racine commune, F(x) et f(x) sont divisibles par p; 
donc R doit l'être aussi. Les congruences proposées admettront les mêmes 
racines que les suivantes : 
[(x)=0o (mod. p), R=o (mod. p). 
Par la continuation de ce raisonnement, on arrive évidemment à la 
proposition énoncée. 
Remarquons, en terminant, que les racines d'une congruence 
F(x)=0 (mod. p) 
sont inférieures à p; elles appartiennent donc aussi à la congruence 


binôme 
æ—'—ı=0 (mod. p). 
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Par conséquent, pour la résoudre, on déterminera le plus grand com- 

mun diviseur D entre F(x) et x?! — 1; la congruence 

D=o (mod.p) 
admettra autant de racines qu’il y a d'unités dans son degré, puisque D 
est diviseur de x?-'— 1; ces racines appartiendront à la congruence 
proposée 

19%. Congruences du premier degré à une inconnue. Une congruence 
de cette espèce peut se ramener à la forme 

ax=b (mod. m). 

Nous avons vu que, dans l'hypothèse où a est premier avec m, elle ne 
possède qu’une racine. En désignant par y un nombre entier, on peut 
remplacer la congrucnce par légalité 

ax = b + my; 
s’il existe un facteur d commun entre a et m, on aurait : 
a b m 
LT =m — 
data" 
et cette équation ne peut pas avoir lieu à moins que d ne divise b. 

Supposons donc que le plus grand commun diviseur à de a et de m 

divise b; la congruence réduite 


ax b od.” 

<= | mod.— 
à à 6) 

admettra une seule racine x,; les autres valeurs qui satisfont à la 

congruence proposée seront fournies par la formule 


s=% + sk 
en attribuant à k les valeurs 1, 2,3, ... d— 1; ce qui donne à racines 
inférieures au module, savoir 
m 2m d— Iı 
Ti, aty’ E De t.3 xı + F) m. 


Soit, par exemple, la congruence 
gx=6 (mod. 15). 
Le plus grand commun diviseur 3 de 9 et de 15 divise 6. On a d’abord 


la congruence réduite 
3x —2 (mod, 5) 
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dont la racine est 4. Les racines de la première seront donc 


4 4+5—=9 4+10— 14. 
Laissons ces cas particuliers, et cherchons une méthode de résolution 
de la congruence 
ax — b (mod. m), 


lorsque a et m sont premiers entre eux. Elle peut être résolue de plusicurs 


manières. Développons, d’abord, = en fraction continue; appelons Z 


ANTE sa a 
l'avant dernière réduite, la dernière ayant pour valeur —+ On a la rela- 
m 


tion entre deux réduites consécutives 


| aq — pm = (— 1)"; 
d'où on tire 
aq — (— 1)" 


m 


— nombre entier, 


Donc, il vient 
aq =(— 1)" (mod. m), 
ou bien 
(— 1)ag=1 (mod. m), 


et en multipliant par b, 
a:(—:1)"bg=—b (mod. m). 
En comparant avec la congruence proposée, on en déduit : 
s= (— 1)"bq, 
c’est-à-dire, x = bq, si le rang n de la dernière réduite est pair, ct 
x = — bq, si n est impair. 
Soit à résoudre la congruence 


31x=2 (mod. 13). 


On trouve 
I I 
PaE 
2 + | 
Pa 
Let 
et, pour les réduites, 
De 7 ail À F0 
ej =y =y mt —3 
Erana eD PA 
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par suite, q = 5 et, comme n est impair, x = — 2 . 5 = — 10, La 
formule de résolution sera done 
= — 10 k. 13. 
Si on pose k = 1, il vient x = 3 qui sera lunique racine positive 
plus petite que la module. 
Soit encore la congruence 


17xz=3 (mod. 39). 


On a 
tio + Ë - 
39 ji 
DFE 
2 PE) 
d’où on tire pour les réduites 
LS PE LEZ. 
O; 2 , 7 16 , 39 , 
par suite, x = — 3 X 16— — 48. Il vient ainsi pour la formule de 


résolution 
z= — 48+ k.39. 
La valeur k= 2 donne x = 30 qui est la racine positive plus petite 


que le module. 
Lorsque le module de la congruence n'est pas considérable, on cherche 


directement les résidus des nombres 
a, 24, 34, 4a, (m—1)a. 

Si pa est celui qui donne pour reste b, on aura évidemment x = y. 

Ainsi, pour la congruence 
17x=5 (mod.o) 

on trouve que le nombre 4 X 17 admet pour reste 5; done, x = 4 sera 
la racine. 

De même, lorsque le coefficient de x n’est pas un nombre très grand, 
on résoud la congruence en la remplaçant par l'équation 


ax = b + my; 
d'où 
b 
neeem. 
a 
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On attribue à y les valeurs 1, 2, 3, 4, .. jusqu’à ce que le numéra- 
teur soit divisible par a. Par exemple, la congruence 
5x —8=0 (mod. 27) 
revient à 
5x — 8 = 279; 
d’où 
8 
Se +27, 
5 
En posant y= 1, on arrive au but et l’on trouve æ= 7. Pour la 
congruence 
7x%=100 (mod. 11) 
il faut prendre 
__ 100 — 117 
A SFA 
Les valeurs 1, 2, 3 pour y ne conviennent pas; mais en posant y = 4, 
on trouve x — 8. 
De mème, si l’on veut résoudre la congruence 


38x= 54r (mod. 17) 

où les coefficients sont considérables, on la simplifie d’abord en les 
remplaçant par leurs résidus pour le module 17; ce qui donne 

4x==14 (mod. 17), 
et en divisant par 2 qui est premier avee 17, 

2æ—=7 (mod. 17). 

On en déduit la formule 
Rss: y: 


et, pour y = 1, il vient x = 12. 
Enfin, il arrive parfois que, par de simples transformations sur une 
congruence, on trouve la racine, Soit à résoudre 


35æ—78 (mod. 97). 
Le résidu négatif de 35 est — 62, et on peut écrire 
— 62r—78 (mod. 97), 


ou bien 
—31æ—39 (mod. 97). 
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Ajoutons celte congruence à la proposée; on trouve 


4x=ı117 (mod. 97) 


ou bien 

4x 20. (mod. 97) 
c'est-à-dire, 

æ-—5 (mod. 97); 
donc, z = 5. 


193. Congruences du premier degré à plusieurs inconnues. Soit à 
résoudre le système suivant : 
42+7y=1, 
axt2y=6, (mod. 12). 
Si on retranche membre à membre, il vient 


54y=— 5 (mod. 12); 
de sorte que l'on peut remplacer le système proposé par le suivant : 
4T=1— 7}, 
5Y=— 5; 
La dernière congruence a pour racine — 1 ou 11. Par la substitution 
de — 1 à y dans la première, il vient 


(mod. 12). 


4x=8 (mod. 72). 


Or, dans celle-ci, il existe un plus grand commun diviseur 4 entre le 
coefficient de x et le module, et puisque 4 divise 8, il y aura quatre 
racines. En divisant par 4, on trouve la congruence réduite 


x=2 (mod.3); 
donc, x = 2, et les racines de la première seront : 
M2, Li, =b, Lt, 
Il faut y ajouter la valeur y = — 1. 
En second lieu, considérons le système 
47 —3y+72=5, 


5% ++ y— 33—2, (mod. 14). 
T—4#Y— 2=1, 


La troisième donne 
x—1+-4y+2 (mod. 14). 
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En substituant cette valeur dans les deux autres, on trouve 


ou bien 


13y- 112= 1, (wod: r4) 
21y +} 27=— 3, SE 
—y— 3251, 

mod. 14). 
7y +23=— 3, 4) 


La première peut s'écrire 


y=— 1 — 3z (mod. 14), 


et, en vertu de celle-ci, la seconde devient 


5z=—4 (mod. 14). 


On substituera au système proposé le suivant : 


T=1+4y+2, 
y=—1— 32, (mod. 14). 
58E r—iés 


La dernière revient à 


54 = 10 (mod, 14), ou z=2 (mod. 14); 


par suite, z = 2 


. La seconde congruence donne ensuite, y=— 7 ou +-7, 


et la troisième, x = 3. 
194. Résidus des puissances d'un nombre. Étant donné un nombre a, 
cherchons les restes des différents termes de la suite 


(2) 


a, a’, a5, a, o Q”, a't pieeo 


par rapport à un nombre premier impair p qui ne se trouve pas dans a. 
Pour les calculer, il n'est pas nécessaire de déterminer ces puissances; 
on sait que, si r est le résidu de a", le résidu de a™+' sera le reste de 
la division du produit ar par p. D'après cette règle, si on cherche les 
restes des puissances des nombres 2, 4, 8, 9 pour p = 13, on trouve 


Puissances : 


Résidus : 


Puissances : 


Résidus : 


Puissances : 


Résidus : 


Puissances : 


Résidus : 


221,120, 0% 2502 21, 2%; 27 2 QUE, 
254,08 03, T S 0; Sie EDS ARR 
4, 4°, 4%, 4, 4°, 4°. 

4523; 12) ON tO 

8, 8?, 85, 81, 

8; 14, 50 

9, 9°, 9%. 

95 3» L 
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On s'arrête dans ce tableau à la puissance qui donne l'unité pour 
reste; nous allons démontrer que, pour les puissances plus élevées, les 
restes se reproduisent dans le même ordre, 

Les divers termes de la série (x) sont premiers avec p et aucun résidu 
ne sera égal à zéro; mais, on ne peut trouver que p— 1 restes diffé- 
rents; donc, il y aura nécessairement, dans cette suite indéfinie, deux 
puissances a” et a”+# qui donneront le même reste et pour lesquelles on 
peut écrire 

a"t#— a# (mod. p). 

Si on divise par a“ qui est premier avec le module, on a 

a"=ı (mod.p) 

Par conséquent, il existe toujours une puissance qui admet le reste 1 
pour le module p; mais il peut y en avoir plusieurs jouissant de la 
même propriété. Désignons par g le plus petit nombre pour lequel on a 

a 1 (mod. p). 
Les puissances 

OT PE LOL ASSET QT 
donneront des résidus tous différents; comme on a : 

a=1, aft'=a, at= a, etc. 
les restes des puissances suivantes vont se reproduire dans le même ordre 
jusqu'à a? qui sera aussi congru à l’unité, ete. Les diverses puissances 

af) 0%, Cas," (a, 
donnent pour résidu l’unité; or, par le théorème de Fermat, on a : 
ar-'=ı (mod.p); 

par suite, il faut que p — 1 soit un multiple de g. Dans l'hypothèse 
ou g est l’exposant minimum pour lequel a’—=1 (mod. p), on dit 
que le nombre a appartient à l’exposant g pour le module p; pour 
abréger, on dit aussi que g est le gaussien de a pour le module p. D'après 
la remarque précédente, le gaussien d’un nombre a pour le module p est 
toujours un diviseur de p — 1. 

On vérifie cette propriété par le tableau dans lequel, pour le module 13, 
le gaussien de 2 est 12, celui de 4 est 6, celui de 8 est 4 et celui de 9 est 3. 

Lorsque g est le gaussien de a, on a 


aÿ=—1 (mod. p); 
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par suite, a est une racine de la congruence binôme. 
41 (mod. p). 
Il en sera de même d'une puissance quelconque de a et de son résidu, 
En effet, soit k l'un des nombres 
Z 125. 133 Ms se 9 — 15 
si on élève la congruence a? = 1 (mod. p) à la puissance k, il vient 
as* = 1 (mod. p), ou (a*#= 1 (mod. p); 
donc, a* est racine de la congruence binôme. Désignons par r le résidu 
de a*; on aura : at =r (mod. p), et en élevant à la puissance g 
r9=1 (mod. p), 
et r est aussi racine de la même congruence, 
Il en résulte que les racines de la congruence binôme 
a ==1 (mod. p) 
seront les différents termes de la suite 
Eam a E a 
ou les résidus de ces puissances. 
Par exemple, on prend pour les racines de 
x'?=ı (mod. 13), 
tous les restes depuis 1 jusqu’à 12 inelusivement, et pour la congrueuce 


æ'=1 (mod. 13), 
les nombres 
15 Sy 8 12; 
car 12 est le gaussien de 2 et 4 le gaussien de 8. 
Lorsque le degré n d’une congruence binôme 
g"=1 (mod. p) 
est premier avec p — 1, il n'existe aucun nombre différent de l'unité 
appartenant à l’exposant n pour le module p, et cette congruence n’a pas 
d'autre racine que l'unité. Dans l’étude des congruences binômes, il suffit 
de considérer celles dont le degré divise p — 1. 
Désignons donc par g un diviseur de p — 1, et soit « un nombre qui 
a g pour gaussien relativement au module p. Les puissances 


a, l A aë, a! 
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représenteront les racines de la congruence 
x=1 (mod.p). 

S'il existe un autre nombre appartenant à l'exposant g, il doit être 
congru à l'une de ces puissances. Parmi celles-ci, il n’y a en réalité que 
les puissances dont l’exposant est premier avee g qui appartiennent à 
l'exposant g; les autres appartiennent à un exposant moins élevé. En 
effet, soit k un nombre premier avec g; dans ce cas, on peut déterminer 
un nombre m de manière à satisfaire à la congruence du premier degré 

km=—1 (mod. g), 
et, pour cette valeur de m, on aura 

a™m=a (mod. p). 

Si «* appartenait à un exposant e plus petit que g, on aurait 
(a) = 1 (mod. p), et aæ"*—1 (mod. p); 

mais, æ"* = g (mod. p); par suite, il viendrait 

a=ı (mod. p): 
ce qui est contraire à l'hypothèse que g est le gaussien de æ; il faut 
que e =g. 

Lorsqu'il existe un facteur commun p entre k et g, la congruence 


£ 2] =ı (mod. p) 


est identique à la suivante 
g 


(a) =ı (mod. p), 
et la puissance «*, au lieu d’appartenir à l'exposant g, appartiendrait à 


l’exposant ; pour le module p. 


Par conséquent, parmi les puissances 
d RS ar aa 1 

il faut seulement prendre celles dont l’exposant est premier avec g pour 
avoir les nombres qui appartiennent au diviseur g de p — 1; il en aura 
en tout ọ (g), @(g) étant le nombre des entiers premiers avec g et 
non supérieurs à g. 

195. Racines primitives. Prenons, pour diviseur de p—1, ce 
nombre lui-même; il y aura ọ (p — 1) enticrs ayant pour gaussien p — 1, 

26 
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c'est-à-dire qu'il existe @ (p — 1) nombres tels que leur (p — 1)" puis- 
sance est congrue à l'unité pour le module p, tandis que leurs puissances 
inférieures ne le seront pas; chacun d'eux est une racine primitive du 
nombre p. Done, si l est une racine primitive de p, les puissances 

COR LT NE 


donneront des résidus différents qui reproduiront les termes de la suite 


2, "350430 SAS CPE te 

Lorsqu'on possède une racine primitive l d'un nombre p, on obtient 
les autres en formant les puissances de l dont les exposants sont premiers 
avec p— 1; nous avons vu, en effet, que ces puissances appartiennent 
au même exposant que l. D'après le tableau des restes, pour p = 13, le 
nombre 2 est une racine primitive de 13; ses diverses puissances infé- 
rieures à p — 1 donnent les résidus 

20 cor LA 
Les autres racines primitives du même nombre seront 
25, DUR 2'! 
puisque 5, 7, 11 sont les seuls nombres premiers avee 12. Or, on a : 
25=6, 21=41, 2!=7 (mod. 13), 
et ce sont les nombres 2, 6, 7 et 11 que lon prend pour les racines 
primitives de 13. 

La détermination des racines primitives repose sur la proposition 
suivante : si deux nombres a et b appartiennent respectivement aux 
exposants m el n, leur produit appartient à l’exposant mn, lorsque les 
enliers m et n sont premiers entre eux. 

Par hypothèse, on a 

a"=1, b"=1 (mod. p); 
par suite, 
a™=1,' b™»=ı (mod. p), 
et 
(ab}""= 1 (mod. p). 

Il reste à démontrer que l'exposant mn auquel appartient ab ne peut 

être plus petit que mn, Soit k le gaussien de ab; on aura 


(ab = 1 et (ab)"'=1 (mod. p), 


Www.rcin.org.pl 


— 587 — 


c'est-à-dire, 
amk bmk = 1 (mod. p). 


Or, a™* = 1 (mod. p); il vient done 
bms 1 (mod. p). 


Puisque b appartient à l’exposant n pour le module p, l’exposant mk 
doit être divisible par n; ce qui exige que k divise n, car n et m sont 
premiers entre eux. On prouve de la même manière que k doit diviser 
m; donc le gaussien k de ab ne peut être inférieur à mn. 

Ce principe étant démontré, proposons-nous de trouver une racine 
primitive d’un nombre premier p. On commence par faire choix d’un 
nombre a se trouvant dans la suite 


Dis (An y Pt 


Prenons a = 2, par exemple; on forme les résidus des puissances de 
a jusqu’à ce qu’on trouve un reste égal à l'unité; on détermine ainsi le 
gaussien k de a. Si k = p — 1, a est une racine primitive; si k < p — 1, 
on prend un second nombre b qui ne se trouve pas parmi les restes des 
puissances de a, et on détermine également son gaussien k’. La suite des 
restes pour le nombre a renferme tous les nombres qui appartiennent à 
l’exposant k et aussi ceux qui appartiennent à un exposant sous multiple 
de k. Il en résulte que k’ ne sera pas un diviseur de k puisque le nombre 
b ne fait pas partie de ces restes; mais k’ pourrait être un multiple de k 
et b appartiendrait ainsi à un exposant plus élevé ; ce qui est une circon- 
stance favorable; car on cherche un nombre qui appartient au plus 
grand exposant p — 1. 

Admettons que k’ ne soit pas un multiple de k, et déterminons le plus 
petit commun multiple à de k et k’; partageons ensuite à en deux facteurs 


h et h’ premiers entre eux, et tels que k soit divisible par h et k’ par h’; 
k k' 
alors a appartiendra à l’exposant h et b7 à l'exposant k’; par suite, 
k + 


ah .ař appartiendra à l'exposant hW =ò. 

En continuant ce procédé qui conduit toujours à un exposant plus 
élevé, on arrivera finalement à un nombre qui appartiendra à l’exposant 
p — 1, c’est-à-dire à une racine primitive du nombre p. 

Comme exemple, cherchons une racine primitive de 103. En choisis- 
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sant d'abord a = 2, on trouve, pour la suite des résidus des puissances 
de 2 pour le module 103, 


2, 4 8, 16, 32, 64, 25, 50, 100, 97; 
915 79% 55 7» 14, 28, 56, 9, 18, 36, 
72, 415 84,0 ON, Ton 58i 70 49; 985 108 
83, 63, 23» 46, 92, 81, 59, 15, 30, 60, 
17, 34, 68, 33» 66, 29, 58, 13, 26, 52» 


Le gaussien de 2 est 51. Le nombre 3 ne se trouve pas parmi ces 
restes. Prenons done b = 3 et cherchons les résidus des puissances suc- 
cessives de 3 pour le module 103. On obtient 


33 dr 27. Siy. 37 8, 249 72 10, 30, 
90, 64, 89, 61, 80, 34, 102, 100, 94, 76, 
22, 66, 95, 79, 31, 93» 731 13: 39, 14, 

4% : 235 “69, 1. 
Le gaussien de 3 est donc 34. On a 
51=3X 17 et 34—2X 17; 


le plus petit commun multiple entre k et k” est 3 X 2 X 17 —102—51.2. 
On peut prendre maintenant 


k — 2, 


nombres premiers entre eux et qui divisent 51 et 34. Le produit 


Te 


5i 54 
251,37 = 2.3" 
appartient à l'exposant 51 X 2 = 102, et, par conséquent, c’est une 
racine primitive de 103. Or, d’après les derniers résidus, on a : 


3" = 102 (mod. 103). 


La racine primitive est ainsi 2 X 102 — 204 et comme 


204101 (mod. 103), 


c'est le nombre 101 qu’il faut choisir pour la racine primitive de 103. 

La méthode pour trouver les racines primitives exige souvent des cal- 
culs très laborieux. On a construit des tables qui donnent la plus petite 
racine primitive des nombres premiers jusqu’à une certaine limite. Nous 
terminerons ces notions sur la théorie des nombres par un tableau ren- 
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fermant la plus petite racine primitive des nombres premiers plus petits 


que 200. 

Nombres. | 3 | 5 | 7 IL 13 | 17 | 19 | 23 29 

Rac. prim. 2 2 3 2 2 | 3 | + | 5 2 

Nombres. | 31 | 37 | 41 | 43 | 47 | 53 | so | 6: | 67 

Rac. prim. | 3 2 | 6 | s | 5 | 2 2 | 2 EE 
Nombres. | 71 | 73 | 79 | 83 | 89 | 97 101 | 103 107 
Rac. prim. | 7 | 5 | 3 2 3 | 5 2 | 5 2 

Nombres. 109 | 113 | 127 | 131 | 137 | 139 | 149 | 151 [os 

1 

Rac prim. | 6 | 3 | 3 2 3 | 2 2 6 | 5 

Nombres. | 1 | 167 | 173 | 179 | 18i | 191 | 193 | 197 | 199 
Rac. prim 2 5 2 2 2 19 | 5 2 3 


FIN DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS. 
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INTRODUCTION 


A LA 


THÉORIE DES FORMES ALGÉBRIQUES. 


CHAPITRE I. 


DÉFINITIONS. FORMES LINÉAIRES ET QUADRATIQUES. 
FORMES CANONIQUES. 


ç 4. 
Dérinirions. EXPRESSIONS DES FORMES, TRANSFORMATIONS LINÉAIRES . 


196. On donne le nom de forme à toute fonction algébrique homo- 
gène considérée en elle-même, indépendamment de l'équation qui en 
résulte en l’égalant à zéro. On distingue les formes binaires, ternaires, 
quaternaires, etc., suivant que la fonction homogène renferme deux, 
trois, quatre variables, ete. On dit aussi qu'une forme est quadratique, 
cubique, quartique, quintique ete., si elle est du second, du troisième, du 
quatrième, du cinquième degré, ete. Nous représenterons les variables 
par une même lettre x affectée des indices 1, 2, 3, 4, ..., et nous allons 
indiquer d’abord la manière d’écrire une forme quelconque. 
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Une forme binaire de l’ordre n renferme les différents termes du 
développement 


(2: Has) = x3 + na ss + ———— 


son expression sera complète en y ajoutant des coefficients ao, ai, «.. an5 
il vient donc pour l'expression de la forme binaire de degré n 


A- > ; 
1) yn 2m + + at; 


n(n — 1) 


f= ax} + naix x: + aata? p eee nn A TE + An Ty. 
Par exemple, les formes binaires quadratique, cubique, quartique 
quintique s'écrivent comme suit : 
ax? + 2a,x,x, +a,xi, 
3 2 5 
CAR un XL, + 300% + a, i 
ati H 40, Tit, + 6a,x i T +a ti» 
a,x; + 5a,xix, + 10a,x5x2 + 100,0103 ASAE xi- a,xs. 
Le nombre des termes de la forme binaire générale est n- 1. 
L'expression de la forme ternaire de l’ordre n se déduit du dévelop- 
pement 


(z1 + 22 F 25)" = (as 2e)" + n (21 ma) ' s 


Ee, papat ea 
dont le nombre de termes est donné par 
aptata jetata E, 


Après avoir effectué le développement du second membre, il reste à 
ajouter des coefficients. Pour les formes quadratiques et cubiques, les 
coefficients se désignent généralement par une mème lettre a portant 
deux ou trois indices correspondant aux variables; on écrit done 


f=a,,xi F art H arf + arr, + 20,577, + 24,52,%,; 
f= ont F tirati +0 + 30,258, + 305025 + 3,834 
2 e 2 
+ 30ga LiT, H 3053152, F 3055257 + 6a gs Tat. 


Considérons encore le développement 


(s, Hr tata) =l Har H a)l HaHa) a+ + 
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après les calculs, le nombre de termes sera représenté par 


PENSES NEN er RATE ‘pas 4423 3412, 


2 2 
ou bien 
82) On 4) nn de 1) (1) (nn +) + 
2(2+1)+1+1] 
c'est-à-dire, 


HHRHH 2) en ee a 1] 
Par l'application des formules du n° 85, cette expression se réduit à 
(a+ 1)(n+2)(n + 3) 

23 

Ce sera le nombre de termes de la forme quaternaire de l’ordre n dont 
l'expression complète s'obtient en ajoutant des coefficients aux différents 
termes du développement qui précède. Conformément à cette loi, on 
écrit pour la forme quaternaire quadratique et cubique 

f= axé +asxi F ast taxi + 2a,uix, + 2a,,x,x, 
+ 2a,,2,%, + 20,,2,7, + 20, ,2,x, + 20, ,x,x,. 
= ax + agra T3 + aszt sH ati 
F 30, 11iT, + 30,3212 H 30, 0i 
+ 3rri t31, F 30,257, + see, 
+ 30551052, + 30 55e Tla + 30554037, 
F 3aTix, + 30, p242 + 30,75, 
+ 60,287, + 60,,,7,2,%, + 6a,,,rix,r, + CL PPRUA PE PE 

Si on continue ainsi de proche en proche, on arrivera à l’expression 
générale d’une forme de l’ordre n à k variables dont le nombre de 
termes sera égal à 

(n+) (n42) (n+ 3) + (n+k—r) 
1,2. 3 + k—: 
Cette expression peut aussi se mettre sous la forme 
k (k+ 1) (E+-2) ++ Enr) 
TE E 1 

Il est inutile d’ajouter que l’on peut adopter la notation que l’on veut 

pour les coefficients d'une forme; mais, à cause de la symétrie des 
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calculs et des résultats, on les éerit presque toujours avec les coefficients 
numériques du binôme. 

197. Transformation linéaire. Transformer linéairement une fonc- 
tion homogène donnée de l’ordre n 


f (Gos ai, Q2, +++, Ei, Da, +e Xe), 
c’est remplacer les variables par des expressions de la forme 
Da = t Xi + ga Xa +... . + ak Xr, 
epg RTC Mb 


DAME EO ae 


où X,, Xs, +- X représentent des variables nouvelles en même nombre 
que les premières. On appelle module de la substitution le déterminant 
des constantes æ, 8 «+; nous le désignerons toujours par r; on aura: 


r = Os a Zk 
Bi LCA Ba 
La 2: Åk 


On regarde les variables de la forme donnée comme indépendantes, 
et le module r est toujours supposé différent de zéro. Nous désignerons 
par 

F (åo, A1, A2, +t, Xis Xa, re, Xa) 


ce que devient f par cette substitution; c’est la fonction transformée. 
En général, les cocfficients As, A1, Az, ... de celle-ci seront des fonctions 
homogènes du premier degré des cocMicients de f et du dégré n par 
rapport aux constantes de la transformation. Soit, par exemple, à 
transformer la fonction suivante ; 
f= ux? + 2axits + ar. 
Les formules de substitution seront : 
Xi, = ai Xi =i- aaXe, Te = fi X: A ; 

par suite il vient 


F= ao(xi2 1 —u:Xe) + 20, (2X; + a2X2) (GX: +-fGiXe) + a: (BiX: + B:X2). 
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F est de mème degré que f et de la forme 


? F = Ao XÎ + 2A:X:X2 + Å:X}?, 7 

où 

å = wa? + 20% bi + a:p? As = doaÿ -H 201 aba + aP, 
A, = dote + ai (if + abı) -j abba. 

La théorie des formes s'occupe spécialement des propriétés des fonc- 
tions qui ne sont pas altérées par une transformation linéaire; une fois 
vérifiées sur une forme donnée, elles se reproduisent sur toutes les trans- 
formées quelles que soient les formules employées pour passer de l’une 
à l’autre. Ces propriétés peuvent se rapporter à des fonctions de coeffi- 
cients ou à des fonctions de coefficients et de variables. Il est nécessaire 


d'étudier, en premier lieu, un système de fonctions homogènes du 
premier degré à un nombre quelconque de variables. 


198. Système de formes linéaires. Considérons le système de k formes 
linéaires 


fi = anim 4 anx + + aux, 
(1) DEEE En Lis da digg 


te = AT; + Ak: AN 4 UxkTke 
Soit ò leur déterminant; on a 
= | rs Uig ».. Qik 


Gas "Gaz ... Ak 


Aki Akg s.. Akk 


Lorsqu'il n'existe aucune relation spéciale entre les coefficients, on 
doit regarder ces formes comme indépendantes. Il men est plus ainsi 
lorsque l’on a, par exemple, 

= 0; 
car, en les multipliant respectivement par les premiers mineurs A, 
As, .. Au de à et en ajoutant, il vient 


Aufi + Auf + i. -l Arı fr = ©. 
On pourrait également multiplier par les mineurs d’une autre colonne 
quelconque; mais les relations que l’on obtiendrait seraient identiques, 
puisque, si un déterminant est égal à zéro, les mineurs d’une colonne 
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sont proportionnels aux mineurs correspondants d’une autre colonne 
quelconque. On a donc cette proposition : 

Quand le déterminant d'un système de formes linéaires en nombre égal 
aux variables s'annule, il existe entre elles une relation identique et une 
seule. 

Cette propriété suppose que tous les premiers mineurs ne sont pas nuls 
en même temps que à. Considérons le cas général où le déterminant du 
système s’annule ainsi que tous ses mineurs jusqu’à ceux de l'ordre 
k—i+ 1 inclusivement, tandis qu’un mineur au moins de l'ordre 
k — à est différent de zéro. Prenons les k — i dernières formes 


fini = lipi, T1 -1 sas F ais, kTks 


Aw = (lige, ka eat js kÜky 


(2) 
de = Gi + sy a 


et admettons que le mineur de l'ordre k —- à 


Gigiian Qipipiț ve Qipi,k 
Aita ipi Qiziga +e Qiga,k 
Qk itt, Qk i42 … x 


soit différent de zéro. C’est le mineur de à obtenu en supprimant les į 
premières lignes horizontales et verticales. 

Ajoutons au système (2) l’une quelconque des ï premières fonctions, 
savoir : 


(3) f = 11 arts + +.. A)kIky 


À pouvant prendre toutes les valeurs comprises entre 1 et ï. Si l'on pose 


ò) I = Q) i a), i+ … a), x , 


Qizi! Qips,iți ve Qipi,k 


Ak is Qk i+ .. Akk 


on a un déterminant mineur de l’ordre k — i + 1 qui, par hypothèse, 
cst égal a zéro. Cela étant, multiplions respectivement les formes (2) et 
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(3) par les premiers mineurs Aijs,13 Aiyz,1s «+, Ax 1, À), des éléments 
de la première colonne de 9) ; et ajoutons ensuite; il viendra 


Aiafi + Aie fige eee, + Auf + A5 if = 0, 
parce que, dans la somme, les coefficients des variables sont des mineurs 
de l’ordre k — i+ 1 de À. On ne trouvera pas d'autre relation en mul- 
tipliant par les premiers mineurs d'une autre colonne de 3,1. En posant 
À= 1,2, 3,1, on obtiendra # relations distinctes. Done, 

Si le déterminant d'un système de formes linéaires en nombre égal aux 
variables s’annule ainsi que tous ses mineurs jusqu'à ceux de l'ordre 
k— i- 1 inclusivement, tandis qu'un mineur au moins de l’ordre 
k — i est différent de zéro, il existe entre elles i relations identiques dis- 
tinctes. 

Il en résulte que les premières fonctions s'expriment au moyen de 
fiis fi+a -+ fs et ces dernières seulement sont indépendantes. 

Revenons maintenant au système (1), dans le cas où ò est différent de 
zéro, pour lui appliquer la transformation suivante : 


Ti = &ıXı + aXe pe + + AX ks 
T = petr T Psx, Es E Eih 


mSK ADEREN ALES 
Désignons par F, ce que devient f, par cette substitution; on aura 
F, = (ai + aifi + Le -4 aixli) Xi + (aus aipa + ve airh) Xa 
+ -e p (aiir p apr- ee Æ aha) Xie 


En posant 
bu = Guzi + arab + Lan, 
7 = Grid T afa zi -+ ayx2, 
a FE nA L + an, 
il vient 


F, =: bsiXi + bisX3 + “ee + bixX. 
On trouvera de même 


Fi = ba Xa A bX + baiXs, 
Eis = ba X, | bsaX2 g5 és F ne 


Fi = hX, + baX: r ses À buXi. 
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Désignons par À le déterminant de ces fonctions transformées; d'après 
les valeurs des coefficients b, on a la relation À — rd, r étant le module 
de la substitution. Par conséquent, 

Le déterminant d'un système de formes linéaires transformées est égal 
au déterminant du système primitif multiplié par le module de la tyans- 
formation. 

Le déterminant à est un exemple d’une fonction des cocfficients d’un 
certain nombre de formes données qui, après une transformation linéaire, 
ne diffère de sa valeur primitive que par un facteur dépendant seulement 
des constantes de la substitution ; si le module r était l’unité, la fonction 
à resterait égale à elle-même. 

En vertu de la relation précédente, le déterminant A s'annule en même 
temps que à; s'il existe une relation entre les formes données, une 
relation semblable aura lieu entre les fonctions transformées. 

199. Transformation orthogonale. Étant données les formules 


Xi, = aiX: 5 aXe -l se. + 2x Xx, 
La = Ea se Lie à PR UE pe 


Xi = ES P 22X2 re # Lx, 


on dit que la transformation correspondante est orthogonale, si l'on 
a la relation fondamentale 


ajaj ai = XXI AE 
Cette égalité entraîne diverses relations entre les constantes. En effet, 


remplacons x, X2, ++, Xx par leurs valeurs et égalons les coefficients des 
mêmes produits des variables X4, X2, ..., Xx. Il viendra 


++. +=, 
PRE Éd y 


248 TEREA 
Að peoi aA à= 0, 
Ean eiri 


Akik + i B g3 Ti TE = 0, 
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‘Leur nombre est égal à 


k(k— 1) _k(k+ 1) 
D: 


De plus, si on forme le carré du déterminant 
r =| à: Bı …., À 


ES] B: s.. À 


Xk En ...3 À 
en tenant compte des égalités précédentes, on trouve 
= 
Le carré du module d'une transformation orthogonale est done égal 
à l'unité positive. 
Une substitution orthogonale est aussi caractérisée par une autre 
propriété. Étant données les équations 
Ti = U Xi A Xa + + H Xr, 
T: = “= X: -+ Ba Xe mp Ki ni 


pee PI Poe TE E T3 
la transformation sera orthogonale, si on peut en déduire les formules 
suivantes : 


X = ait + fixe +. + ue, 
RUE Le ru 


Xe = at Fin y PAS tkk 
où les coefficients sont transposés, c’est-à-dire que les constantes dispo- 
sées horizontalement sont les coefficients disposés verticalement dans les 
premières. En effet, il vient alors 5 
a? + +e T-a A AT. N + axXx) £i 
+ (Xi + feXa 4- + BiXx) ) £2 +. (ùX + aXe -p ere AXi) de, 
et 
X? -H X? Lee HE XÈ = (ours A Bixa + ee ion) Xi 


+ (22%; + Bex: +. «+ ae) Xa ee (arri A- Pat ce xxx) Xr 
27 


\ N 
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Or, il est facile de vérifier que les seconds membres de ces égalités sont 
identiques; par suite, on a 

get Hat XI XI ee HAR; 
done, la transformation est orthogonale. 

Un exemple d’une substitution de cette espèce est donné par la trans- 
formation des coordonnées dans l’espace. On sait que les formules pour 
passer d'un système d’axes rectangulaires à un autre système de même 
nature sont de la forme 

x — ax’ + by" + cz’, 
y= dx + by Her, 
z = a" x' by Lez, 
avec les conditions 
apat pat =i, ab+ a'b +a"b"— 0, 
b bt +b — ir, ac+ a'd + ae" = 0, 
Epee =a, be+ be A bed! =o, 


et 
ai b "e Pi 


a” b” c!! 
C'est donc une substitution orthogonale. Il y a neuf constantes dans 
les formules; en se donnant arbitrairement les valeurs de trois d'entre 


elles, toutes les autres seront déterminées par les relations précédentes. 
Dans le cas général, le nombre de constantes arbitraires se réduit à 


$ 2. 
FORME QUADRATIQUE. 


200, Une forme quadratique à k variables a pour expression 


[f = anx} 2x:  2assaits +. + 20 utitx 
-+ ans? —-24:5%2Xs =- .. + 24 2x 2T4 
Hats + + 2aurste 


+ anså, 
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ou, d’une manière abrégée, . 
l=kp=k 
{=E Z uiy 
=r p= 
avec la condition a}, = ap). 
Désignons par fı, fz, .- fi; les demi-dérivées par rapport aux 
variables, On aura 


fı = Unt + Qia A Qi5%s + +. +- Akik 
pa = hT + a222 na are o AUX 


ká = miti a- EA Pen ERP P + + Akik. 


On sait que le déterminant 


(1) 


3 = Git Qi? Qis .. Qik 
Az Q22 Qas ... Mok 


si Qs? Mss ... Ask 


Aki Ak2 Aks «s Qkk 


de ces fonctions est le discriminant de f. De plus, en vertu d'une 
propriété des fonctions homogènes, on a aussi la relation 


[= aifi mfi Haifi + ee safi 
Appliquons à la fonction quadratique la transformation suivante : 
£i = X, + aa + + LoXe, 
dy m = PiX HGX ve + GaXs 


T = AX: -j AXo —- CR + DeX. 
Pour arriver à Pexpression de la transformée F, substituons d’abord 
ces valeurs dans le système (1); il viendra 


Li bAi bAa E e -A bia 
fn Te bz:Xı + bX he + baxXe, 


rs = Be X: Ai AY Te + DikX re 


Si on représente par ð, le déterminant de ce système, nous avons vu que 


(3) 
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Nous arriverons à une forme quadratique ne renfermant que les 
variables nouvelles en multipliant les équations correspondantes des 


systèmes (2) et (3). Il vient ainsi 
x fi + tafo + + Xr fr 
= (buXı + bX + + + buX:) (2X + ais + + + arXi) 
Bn pai t bsaXe Le ge at FR $ fas Air k sa 


heu + buX) GX, RS + ax), 


ou bien 
F = (61X, + cake -p e + + 6X4) Xi 
À di és yS iki C2 e Xe 


ES (uX, Fe un FRA na cuXı) x, 


ou 
Cu = bic -i bapi + bsiy -!- did -H brdis 
Cia = biaa + bar + bsayi + + A bis, 


. 


Le discriminant A de la transformée est le déterminant formé avee 
les coefficients c; mais, d'après leurs valeurs, on doit avoir 
A == ròi. 


Si nous remplacons 9, par sa valeur, il vient finalement 
A = rt). 


` 


De là cette proposition : 
Si on transforme une fonction homogène quelconque du second degré 


le discriminant de la transformée est égal au discriminant de la forme 
primitive multiplié par le carré du module de la transformation. 
Pour une transformation orthogonale où r = 1, on aurait : 
Å =ù. 
Le discriminant à est done un exemple d’une fonction des coefficients 
d’une forme unique qui reste invariable par une transformation linéaire. 
2O1. Fonction adjointe, Gauss a introduit dans l’étude d’une forme 
quadratique une nouvelle fonction de même degré appelée fonction 
adjointe, Afin de la déterminer, transformons la forme donnée 
1=tu=t 


f= 2 DeTiTas 


=i p= 
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en prenant pour nouvelles variables les demi-dérivées de f. Posons donc 


Xi = Qui + aies He + rx, 
X, = airs ii 22X2 FN + + Aus 


Xr = Uk X, + ak Le ot Ukk ks 
Le déterminant de ce système est le discriminant de f. Suppəsons-le 
différent de zéro et résolvons ces égalités par rapport à x, 22, 23 -... En 
désignant par œi1, %12; &s, ete. les premiers mineurs de à, il viendra 


dx = an Xa F auX + guXs + e ox Xx, 
Òx: = 01X1 +, 02 pit ST es 


NS — A à £a auXe + asXs ni. + ouXe 
Si on multiplie ces égalités respectivement par X1, X2, Xs, ..., et si on 
les ajoute ensuite, on trouve 
Ò. | = (204 Xi + 2a Xa + 25iXs + ee HE aX) Xi 
+ (a Xi + au Xa + aX ee H Xa) Xa 
+ (ous a + Zes Xe -H osX5 Lee His X a) Xs 
+ (2X + aXe H aNs He aXe) X 
On sait que le discriminant à est symétrique et où a; relation : 
drs = ðs} par suite, en développant, on arrive à l'expression Xúivante : 


Ò. [= a, Xi F 22X X, + 2a,X, X, + ve H 22X, X; 
F 2r X g + 22X Xy + ee H 20X N 
az fasi + +22 X,X 


Monet re ee 
-2 . 
OS eme s 
+ C’est ce produit du discriminant par la fonction donnée qui constitue 
x -la fonction adjointe. Son discriminant est le déterminant formé nvéé les 


premiers mineurs %1, %12, ... de d. En le représentant par A4, on aura 
A; = g-i, 


Donc, le discriminant de la fonction adjointe d'une forme quadratique 
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à k variables est égal à la (k — 1)?™ puissance du discriminant de cette 
forme. Soit la forme à trois variables 
[= ax + ans H aE + 20,27, + 24,27, + 20,,2:7,, 


pour laquelle, 


LE 


La fonction adjointe aura pour expression 


(aus — a33) Xi + (audss — 0i s) Xi + (aide, — Gis) X3 
F 2 (Gista — Gieds5) XX, + 2(a,,a,, — d;s5@3e)X,X; 
+ 2(a,,4,; LE” 54,1) X3X 5e 


202. Réduction d'une forme quadratique à une somme de carrés. 
Étant donnée la forme générale quadratique à k variables, il est possible 
à priori de la ramener à une somme de carrés de k formes linéaires. En 
effet, supposons qu’elle soit complète et posons l'identité 


).=k p=k i=k 
E E Muttu = E (luxi das ++ Aria)’. 
A=irip=t ' f=1 


Si on égale de part et d’autre les cueflicients des carrés des variables 
et des doubles produits, on obtient un nombre d'équations égal à 


p tk EG), 


1-2 2 


mais, dans k formes linéaires à Æ variables il y a k? coefficients; en retran- 
chant de ce nombre celui qui précède, il reste 


k(k— 1). 


2 


Parmi les constantes de la transformation, on peut en prendre arbi- 


k(k— 1) 
2 


trairement et les autres se déduiront ensuite des équations de 


condition, Le problème proposé est done possible d’une infinité de 
manières. 
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Nous allons indiquer un procédé qui permet en allant de proche en 
proche d'arriver à une somme de carrés. Soit done 
f= ajad? +2a,,r,x, + “ais x, + +20 xx 
= i agt por 20g TaT ibi ids jait Tk 


En gant 


Supposons a: différent de zéro; on peut écrire 


[= + 2(0,7, Hat +: . H akt) T, FG, 


ou bien 

f= ausi + 2r +9, 
où ọ représente une fonction linéaire et ¢, une fonction quadratique 
qui renferment seulement l’une et l'autre les variables £2, xs ...; on en 
déduit 


PERL = vs 
fen Ph ban + P + qi (LETI i 


et, en posant : 
KP ant + 9, 


f=— ppi. 


Gi KET 
On a ainsi introduit au second membre un premier carré d'une 


forme linéaire, et il y a en plus l'expression 
2 


FT 

qui est une forme quadratique à 4 — 1 variables. En admettant que le 
coefficient de x? soit différent de zéro, on opère semblablement sur 
celle-ci pour introduire un second carré d’une forme linéaire à 4 — 1 
variables plus une fonction quadratique à k — 2 variables ; ainsi de suite. 
On arrivera nécessairement à un résultat final de la forme 

= PIX HPX: + pX; + + pX 
où le nombre : est au plus égal à k et les quantités X4, X2, Xs ... repré- 
sentent des expressions comme suit : 

X, — dit, ag g 

X,—0.x,+a,,z, +. 

X,—0.x, re +, pi: 


x, — 0.1, Fa ENI MSAT LE 
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car, on peut toujours désigner par Xi, æ:, .. æ; les variables sur 
lesquelles on a opéré successivement. Le déterminant des coefficients de 
Ti, Xa, … Xi ne renferme que des zéros d’un còté de la diagonale et il 
se réduit à son terme principal 
CAC PEU PEER DE 
Il est donc différent de zéro puisqu'aueun coefficient a,,, a,,, . . n'est 
égal à zéro. Il en résulte que les formes X4, X2, .…, X; sont indépendantes. 
Cette méthode n'est plus applicable, lorsque l’on rencontre une forme 
quadratique ne renfermant aucun carré, Il est nécessaire, dans ce cas, 
d'opérer comme nous allons l’indiquer, Soit Y une forme du second degré 
ne renfermant que des doubles produits; en admettant que le coefficient 
de x: est différent de zéro, on peut écrire 


D = axx: + pix, 4 dix: Hz, 
où Yı, pa sont des formes linéaires ct 7 une forme quadratique qui ne 
renferment plus æ, ct x:. Or, on peut poser : 


=: (uxi + Y2) (ax: +b)+r yie | 


u 


et, par conséquent, 
£ pipe 
p=} lom Har +y p) — — = (uri — ats- he - U a ni 
Si nous représentons par Y;, Y; 3 expressions entre parenthèses, on a 
big kA 
k —— Yi + N a pc as 


Il y a de cette manière deux carrés au second membre et une forme 
quadratique qui contient deux variables en moins. On lui appliquera 
le mème procédé, ou encore, si elle renferme un carré, on peut repren- 
dre la première méthode. Il est à remarquer que les fonctions linéaires 
Ye, Yz sont de la forme 


= ax, ax: + 
Y: = uz, — ax: +: 
En écrivant leurs coefficients sur deux lignes 
a a 


g, 6 
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et en retranchant la première de la seconde pour substituer à celle-ci 
les résultats, il vient 

a a 

O —24 


Il en résulte que le déterminant relatif aux fonctions Y peut prendre 
la même forme que pour les fonctions X. Nous avons done démontré la 
proposition suivante : 

Une forme quadratique à k variables est égale à une somme de carrés 
de formes linéaires indépendantes dont le nombre est au plus égal à k. 

Admettons que la forme f se ramène à une somme de k carrés et que 
l'on ait: 

[=PX + p,Xi + p,Xs + + mi. 

Regardons, pour un moment, cette expression comme une forme 

donnée à k variables X4, X2, ... X et ayant pour discriminant 
A = pipaps +. pr 

En remplacant les quantités X par leurs valeurs, on retrouvera la 
forme primitive qui, dans notre hypothèse, sera la transformée de la 
précédente. Désignons par r le module de la substitution, c’est-à-dire, 
le déterminant des fonctions X; nous savons qu'il est différent de zéro. 
Si on se rappelle que le discriminant de la transformée est égal au 
diseriminant de la forme primitive multiplié par le carré du module de 
la transformation, il vient la relation 


D — 7° .pipaps Pa 


Or, le second membre étant différent de zéro, il en sera de même de 
d; réciproquement, si à n’est pas nul, aucune des constantes p ne sera 
égale au zéro; enfin, lorsque ò = o, il faut que l’un au moins des cocfi- 
cients p soit nul. Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une forme quadralïque se ramène à une somme d'autant de 
carrés qu’elle renferme de variables est que son discriminant soit différent 
de zéro; lorsque à — o, le nombre de carrés sera moindre. 

263. Quand une forme quadratique est réelle, on peut toujours par 
une substitution orthogonale la ramener à la forme 


[=8, Xit sA + + ax, 


où les constantes 84, 82, ... sẹ sont réelles. Afin de simplifier l'écriture, 
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nous allons démontrer cette propriété pour une forme à trois variables; 
la méthode est la même dans le cas général. Soit 


[= ax F lot + ax + 20,747, + 20,,2,9, + 2a,,2,7, 
la forme donnée, et 
£i = 41X4 + 22X:  o5X5, 
(4) x: = bX + bX: + b:Xs, 
Ca Manem yıXı + 7X: -af y:Xs 
une substitution orthogonale. On a les formules inverses 
X, = us + Pis ya, 
(5) Ka = do, -+ (rte + 7285, 
X, == Q; -+ Bst: -} 7525. 
Il faut déterminer les constantes x, 5, y de manière à ramener la 
fonction à la forme 
(6) f= 8, Xi + 8X; + s,X5. 
La fonction donnée peut s'écrire 
[= (aus + ai: + aiw) X1 + (arts 4 a282 + arsts) X2 
+ (azı + asatz + assms)ts, 
ou bien, d’après les formules (4) 


[= (au: + arte 4 airs) (21X4 + aX: + asXs5) 

(7) -j (CHE -H ussle + Qs3%5) (BX. + PeXe + G:X5) 
+ (asit + a sets + 5525) (y Xi + yaXe + ys5X 5). 

D'un autre côté, la fonction (6) devient par les formules (5), 


(8) f= si [CET + Pix: + xs) Xi -+ Sa(221 + B:x2 + 7225)X2+ 
+ 85 (sx, + Bite pp 7523) Xs. 

Identifions les expressions (7) et (8) en égalant les coefficients des 
mèmes produits. Si on exprime d’abord que les coefficients de Xızı, 
Xıx2, Xixs sont égaux, il vient 

Gris + af + As1ÿ1 = $441, 

aia% + CENCR -+ asi = sbi, 

tisæi + ass +- ass% = $11 
(ais — sı) Za + aaf -h Gss71 = 0, 


(9) tied + (ass — 51) Bi + As371 = 0, 
dis + ass + (ass e s1)71 = 0. 


ou bien 
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En second lieu, l'égalité des coefficients de X2x1, Xaa et X2x; donne 
aussi 
(air — Ss)as + auf + a312 = 0, 
(10) Qia%a -+ (ass — S2) Be + as2y2 = 0, 
ais + aab: + (ass — 82)y2 = 0; 
Enfin, en égalant les coefficients de X;z,, Xs®2, Xsxs, on trouve encore 
(ua — 85) 2s + asiËs - āsıys = 0, 
(11) Qis + (ass — 8s)Bs -+ a52y5 = 0, 
aisðs + lass + (ass — 85)ys = 0. 
Si on élimine suceessivement «1, Ĝi, y13 ds, Be, Y2; &s, Bs, ys dans les 
systèmes d'équations (9), (10) et (11), on arrive à ce résultat que les con- 
stantes $1, 82, $s sont les racines de l'équation du troisième degré 


Giu —8 Qie aiz = 0, 
KETI Azs — S ss 
KETI z2 Ass — 8 


où s représente l'inconnue. On sait (N° 6%) que les racines de cette 
équation sont toujours réelles, Après les avoir déterminées, on les sub- 
stitue dans les égalités (9), (10), (11) qui, avec les relations 

ati ty =n aiH pity =r e+B+yi=i 
sont suffisantes pour calculer les valeurs des constantes d’une transfor- 
mation orthogonale réelle propre à ramener la fonction donnée à une 
somme de trois carrés. 


Dans le cas général d’une fonction quadratique à k variables, la 
réduction a la forme 


SX HR Enx 


dépendra de la résolution de l'équation du degré k 


Gi — 8 Qan äis ...- Qik == "0. 
az Uss — S dzz os "Ia 

ası asa ss — ê is @sk 

aki LE Aks … Au — 568 


Nous avons donc la proposition suivante : 
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Une fonction quadratique réelle à k variables est susceptible de se 
ramener à la forme 


SX? HeX + + Ls,X} 
par une substitution orthogonale et par la résolution d'une équation du 
degré k dont toutes les racines sont réelles. 


Si on développe le déterminant qui précède (N° 28), on sait que le 
terme indépendant de Pinconnue s est le discriminant, savoir : 


Jp Cie cvs Qik 
A21 Use … [LEZ 


zi Qsè Ask 


Oki kz sse Ukk | 


Lorsque d est différent de zéro, il n'y a pas de racine nulle et le nombre 
de carrés de la forme réduite est égal à k; mais, si ò = 0, il y a une 
racine nulle, et le nombre de carrés est alors k — 1. De plus, le coeffi- 
cient de la première puissance de s est la somme des premiers mineurs 
de à correspondants aux éléments de la diagonale; en les désignant 
par Zs, æ ete., il y aura deux racines nulles si l’on a : 


ur = O, Q22 = 0, Z3; = 0, ..} Akk = 0} 


dans ce cas, le nombre de carrés de la forme réduite sera k— 2, On 


peut remarquer que tous les autres premiers mineurs seront nuls; car, 
lorsqu'un déterminant symétrique s’annule, on sait que 


ns s — — 
Ais =| rite, Ais = | A1233 ars = | Arasty etc. 


Le cocfficient de s? est la somme des mineurs de l’ordre k — 2 que 
l'on obtient en groupant diagonalement k — 2 à k — 2 les k éléments de 
la diagonale; lorsqu'ils sont tous nuls, l'équation en s possède trois 
racines égales à zéro. On peut continuer ainsi, en se basant sur le déve: 
loppement du premier membre de l'équation du degré k. Done 

Lorsque le discriminant d'une forme quadratique réelle est différent de 
zéro, ily a k carrés dans la forme réduite; il n'y en a que k — 1, si le 
discriminant est nul, k — 2, si les premiers mineurs relatifs aux éléments 
de la diagonale du discriminant sont nuls; ele. 
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Soit, par exemple, la forme quadratique à quatre variables 
? ? 
= at + ass + at + a, + 20,27, + 2a,xir, 
—- 241514 + 242:T2T; + 203:T2T -H 2z Tl. 


Ona: 
= | is is Q ts 


Q25 Q22? Q25 Qz; 
Usi Us2 (lss As; 
Gun is Mss an 
Lorsque ce déterminant n’est pas égal à zéro, la forme réduite est 
sX; za s,X; T s,X5 + s Xi 
Si ð = o, elle devient : 


sX} + XXE 
Avec les conditions 


dis ir Uis | = 0, dir Aig U | = O, 
lzi Q? 253 Gi Q: ün 
asi Us: dss Qr Us us 
Qi Qis ya | = 0; Us Q25 23 | =O, 
asi ss Usa as} Uz5 Us; 
Qa Qis Qis Aaz (las is 


la fonction donnée se ramène à la forme 
sX? sX}. 


Enfin, la même fonction se réduit à un carré parfait avec les conditions : 


Observons encore que, dans le cas où ò = o, la fonction adjointe est + 


Gi Ge | =O, din Qis | =0O, Au Ai | =0, 
Q: az? üs 55 is TT 

U:2 z3 | = O, A22 Ua |= 0, d55 Uz |= 0O. 
Az2 dss a? Ay Uis (ss | 


un carré parfait. Pour l'exemple qui précède, elle a pour expression 
Xi F den Xa F ass Xe AXE 22 XX Haas X IX, 
+ 24u XX; + 2423X 2\3 -l 2421N2X 4 +- 2055 X5Xa. 


Www.rcin.org.pl 


\ 


\ 


— 4i — 
Or, on a les relations 
a = anas, Ais = ass; Ais =| Ariaan 
Gas == V anass, ds = | Artas, ss =| Ass 24s. 


En substituant ces valeurs, la fonction adjointe devient : 


A ani tA anA Xp irs X a. 
Il est évident qu’il en est de même dans le cas général. 
204. Loi d'inertie des signes. Quand une fonction quadratique réelle 
à k variables est ramenée à la forme 


Pi Xi F PeX: + PX + + PAi, 
les coefficients pi, ps, ... peuvent être positifs ou négatifs et quelques 
uns d'entre eux égaux à zéro. Un terme positif tei que + p,X? est équi- 
valent à (X Vp, )} et un terme négatif — p,X? à — (XP). La 
forme réduite peut donc s'écrire 
{=}; +Y HY Yia — PERS YF 

lorsqu’elle admet carrés positifs et tous les autres négatifs. Supposons 
que, par un autre mode de décomposition, on trouve 


[=RU ha — Bee Zi 

on devra avoir i — À, c’est-à-dire, le même nombre de carrés positifs 
dans les formes réduites, En effet, admettons h < i; le nombre h-4}+k — i 
sera au plus égal à k — 1, et si on considère les équations linéaires 

Yimdd, Y:=—0, nos Yo; 

Ziyi = 0, Zip? = 0; se Z:= 0 
dont le nombre À + k — i ne peut pas dépasser k — 1, il est possible de 
trouver pour les k variables x,, æ:, ... xx des valeurs qui vérifient ce 
système et pour lesquelles l’une au moins des fonctions Yrs, Yapay +. 
prenne une valeur différente de zéro choisie à volonté, Dans ces condi- 


tions la forme f se réduit à > 


= Yht m Yita Y, 

f=7 Hee, 
et ces deux valeurs doivent être égales; ce qui est impossible, la 
première étant négative, puisque lune au moins des fonctions Yri, 
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Yapo … est différente de zéro, et l’autre positive. Ainsi h ne peut pas 
être plus petit que 1; on démontre également que À ne peut pas être 
plus grand que ñ; donc, k = t et l’on a ce théorème : 

Quelle que soit la manière de ramener une forme quadratique réelle 
à une somme de carrés indépendants, le nombre de carrés positifs et le 
nombre de carrés négatifs restent invariables. C’est la loi d'inertie due à 
M. Hermite. 

Nous avons démontré qu’une forme quadratique réelle se ramène, 
par une substitution orthogonale, à l'expression 

s, Xi S,XE + Xi 

où les coeflicients sont réels. Lorsque toutes les racines de l’équation en 
s sont positives, la fonction restera positive quelles que soient les valeurs 
des variables; on dit alors que f est une forme positive; quand toutes 
les racines sont négatives, on dit que f est une forme négative; s'il y a 
en mème temps des racines positives et négatives, on dit que f est une 
forme indifférente. On peut encore regarder deux formes quadratiques 
comme étant de même espèce, lorsque, dans leurs expressions réduites, 
il y a le même nombre de termes positifs et négatifs. 

205. M. Hermite a profité de la loi d'inertie des signes pour résoudre 
le problème du nombre de racines réelles comprises entre deux limites 
données. Désignons par a,b,c, ... l, les racines d’une équation de degré n 
F(x) = o et considérons la fonction homogène du second degré 


= ei + are + ass + ee Hate) 
+ (a H baa Dre e 4 br 


Hi 
dans laquelle x;, £2, ... x, représentent les variables et t une indéter- 
minée réelle. Posons : 

5 = g; + ax: + as + e jH a En, 

(t2) = x, + br: syrah one Ps im, 


5; AL + re + bas + + a), 


“AS AU" Sr re: 
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Il viendra 
(13) fes i x+ X: = it + 


Quand toutes les racines sont LS la ee (12) l'est aussi 
et le nombre de carrés dans (13) affectés de coefficients positifs est égal 
d nombre de racines plus grandes que t; toute autre substitution 
donnera le même résultat, 

Supposons que deux racines a et b soient imaginaires et de la forme 


a = r(cos à +/— 1 sin a), b== r (cos « —j/— 1 sin a). 
Si on pose 
XV LE END E Te 
et si on remplace, dans X, et X2, a et b par leurs valeurs, on trouve 
Y, ai rx: cos a + rx cos 2a + +. ml, cos (n — 1)a, 
Ya = x, + ra: Sin a rx sin 2% + + rl, sin (n — 1) x. 
La substitution (12) sera encore réelle en remplaçant X4, X2 par Yı, 
Y+. On fera la même chose pour chaque couple de racines imaginaires, 


s'il en existe plusieurs, 
Dans la forme réduite, deux racines imaginaires fourniront les termes 


—— 4 PAR ee YT. 
Posons : | 
— = (cos g +1 sin q), = p{cos p— yZ T sin à); 
a — b—t s 
l'expression précédente revient à 


TEE 

+ef (es sin 2) (x: + vi) 7 

P LC cos É — Ÿ: sin 2) +y/—1 (y: sin £4 Ya co) | 
+e[( cos Ÿ — Ya sin 2) =| =i(y ain 2+ y en?) 


k p AN z E- CANS 
— ap( Y cos? — Y. sin F) —ap( Yı sinf Ya cos £ Ÿ° 


ou 
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Chaque couple de racines imaginaires donne lieu à un carré positif et 

à un carré négatif, Done, toute substitution réelle ramènera f à une 
forme réduite dans laquelle le nombre de carrés positifs sera égal au 
nombre de couples de racines imaginaires augmenté du nombre de 
racines réelles plus grandes que t. Cela étant, désignons par to et lı deux 
valeurs de t, tı > to; par Co, C les nombres de carrés positifs pour t= to 
et t = l; par No et N, les nombres de racines réelles respectivement plus 
grandes que t, et tı; par 2R le nombre de racines imaginaires, On aura 

Co =N 4R, 

C= N; + R; 
d'où 

Co — C =N — Ni; 

par suite, la différence Co — C, sera égale au nombre de racines réelles 
comprises entre to et t. 


§ 53. 
FORMES CANONIQUES, 


206. Par une transformation linéaire, une forme quadratique peut 
„se ramener à une expression ne renfermant que des carrés. On a cherché 
également pour une fonction homogène quelconque une expression 
typique plus simple à laquelle on donne le nom de forme canonique. 
Nous nous proposons de traiter cette question, mais en restant dans le 
domaine des formes binaires. 

Soit d’abord une forme binaire d'ordre impair 


(1) f= aa $ (2n + 1) aa, 
"fan + 1) 2n 
+ h — aamir] + ee A anag. 


Elle est susceptible de se ramener au type suivant : 


(2) f= bo (æ: Es A0%2)"+! _ bi(æ: -H hiwa) tH ee -A bn (xı Anta) t, 
par une détermination convenable des coefficients b et 2, et cette expres- 
sion est la forme canonique de la fonction donnée, Dans (1), il y a 
an 2 coefficients do, Qi, ... Gangi; dans l'expression (2), il y a aussi 
an + 2 constantes arbitraires bo, bi, .… bu, do, Ais .… Ane Le problème 
semble donc déterminé. 

28 
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Afin de calculer les valeurs de ces dernières constantes, identifions 
les fonctions (1) et (2) en égalant les coefficients des mêmes puissances 
des variables. On aura : 

bo +b: +b: + + b, = do, 
se dut en, 
(3) bb HD +. H bnd =a, 


Ds 2 b AREE A DAE Le DIT an. 


Il s'agit de résoudre commodément ce système de 2n + 2 équations. 


Pour abréger, posons : 


A E on À Le kel. Tv. T 
lo À! … À di À: . An 
AE A As ds FAL 22 
x 1 Ae Prd a, ÀD À 
A= | ai londa laor Aar Lan A R TRIO 

Mi À … Àn as À ... À, 

as A 4 AR a4 EPE A H 

Anpi 2» … Je Aya 1 .. 2» 


Développons ces déterminants suivant les éléments de la première 
colonne qui est la seule différente. En désignant par Ao, Ai, Az, n.. À, 
les premiers mineurs relatifs aux éléments de la première colonne de A, 


on trouve 
À mA, + A, HA HE -PAUS, 
Ao = Aoo + Aia, H Ara: + + H Anan, 
Ai = Aot: — Aia: + As + -H Anang, 
A: = Aoa: + Aa; + A204 H +. H Ana, 
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Cela étant, prenons les n Æ 1 premières équations (3) et regardons 
bo, bi, … bn comme les inconnues. Il viendra pour la première bo, 


par suite, 
an Ab, + Ao@o -+ Aia: —- sse + A, = 0, 

Prenons, en second lieu, les (n + 1) équations (3) qui suivent la 
première en considérant boho, bi: ..., b,2, comme les inconnues. On 
aura également par la valeur de bo2o, 

— Abos + Aoa: + Airaa + H Asasys = 0. 
Avec les n -+ 1 équations suivantes, il viendra encore 
pa Ab,x + Asa, + Asa; y a = Anün+a 0» 
Ainsi de suite; les n + 1 dernières équations donneront 
— Abri + Aoün41 + Aiüny2 + tan + Anani = O. 
Ces dernières équations au nombre de n + 2 sont homogènes relati- 


vement à Abo, Ao, Ai, ..., Anj pour qu'elles soient compatibles, il faut 
que Pon ait : 


I RUB Ch #62 le À mn 0: 
Ào a, Q2 as Onyi 
(4) 23 M as Qs s.. An42 
Anti Gni Gn42 Mns e.e Anpi 


Dans la résolution des différents systèmes de n+} 1 équations, nous 
avons seulement considéré les premières inconnues bo, Dodo, bo?, ...5 
par les valeurs des autres inconnues bi, b;4, ...5 b2, bas, …, on arrive 
aussi à la même équation (4) où 2o est remplacé successivement par 
À, À2, ++, An. Il en résulte que les n + 1 constantes À sont les racines de 
l'équation 


I Qo ti (LE Un = 0 
À a, a: as ©. Anyi 
(5) 23 ü? as a; ... Uny? 
Anti Ant Any? Angs ve Mani 
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Celle-ci étant résolue, les # + 1 premières équations (3) donneront 
les valeurs des coefficients bo, bi, .…, b,. Par conséquent, le passage 
d'une forme binaire d'ordre impair à sa forme canonique s'opère d'une 
seule manière et dépend de la résolution d'une équation du degré n +- 1. 

207. Appliquons cette méthode à la forme cubique et quintique. 
Soit, en premier lieu, 


= QT; FH 30i + 30242, + ayt. 
Pour la ramener à la forme 
bo (x1 + 2ox2)ë + bı (xı + 2122), 


il faudra résoudre l’équation du second degré 


I Qo Qi = 0 
À y a2 
À a: as 


dont les racines seront À et A1. Les coefficients bo, bı se déterminent 
ensuite par 
bo -L bı = lo, boho + bia = Gi, 


Posons : 
xı + lox: = Xı, xı + Àt: = X2. 
On en tire 
I I 
Tı == REFN (— MAX: -- 20X3), Le = REED Paa — D OË 


Par cette transformation, la fonction donnée se réduit à une expression 
de la forme 
IX} + mX} 


qui est sa forme canonique. 
Soit, en second lieu, la quintique 


ee. 5 35m? 2 
f= ati + 50,28, + 108,23 + 1oa,xix + 50,2, 2 + ast, 
qui peut se ramener à la forme 


bo (xı + RoTa)" =- bı (xı -= Aix2)5 -H by (x, + dax)" 
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par la résolution de l'équation 


I Go Q) 2 = 0, 


lo, Ài, 22 étant les racines. Les constantes bo, bi, b2 se déduisent des 
équations 
bo + bı +h: = os 
boho + bi: + baha = Gi, 
bada H bidi + bahi = a. 


do — À 
i T T X:, Ti + hit = X», 


Si on pose 
Li -H Dof: == 


on tire de ces égalités 
En I [+ ı (22 — x. rs 2x | 


do — À = 
(2) 

I Ao. =" 

n= lexa]; 
. par suite, | 

2o — 22 

Li + 2x2 gr LME A2 
À — 


Par conséquent, par la ra hrs linéaire AU la quintique se 
ramène à une expression de la forme 


IX} -4 mX} 4n (X, +X,). 
qui est sa forme canonique. Souvent, on pose 
Xs——(X;+X:), ou X 4X: +X: =0, 
et l'on prend, pour la forme canonique de la quintique, l'expression 
pX} + qi + rX. 
208. Considérons aussi le cas d'une forme binaire d'ordre pair 


2n (2n — I 
f = ai" + 2naxi" "22 JED paje anal", 


et proposons-nous de la ramener au type suivant : 


bo (a: + hox)?" + bi (xı + lixa)?" + ce H bn (ai + dna)". 
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Si on identifie ces deux expressions et si on opère comme dans le cas 
précédent, on arrive encore aux équations 


— Ab, -+ Aoao + Aa: -+ .. + A,a, = 0, 


— Abah + Åc: -— Åi + .… — Anang = 0, 
— Abs)? = Åoa2 -H Å äs -} . + Ånan42 = 0, 


= Abodi -j Å oan -$ Å iän4i -} avs -- Anaan = 
Ce système renferme n + 1 équations et n Æ 2 inconnnes — Ab, Ao, 
Åi, ..., Anj il manque une équation pour que le problème soit déter- 
miné. Supposons bo = 0; il ne restera plus dans la forme canonique que 
n termes; mais alors les équations précédentes étant homogènes relative- 
ment à Ao, Ai, .., An, il faut que l’on ait : 


o ai (LE ..Ă An = ©, 
ai az as ... Ungi 

(6) az as; (LE s.. Qng 
An Unyi An12 . Gin 


Donc, lorsque les coefficients d’une forme binaire d'ordre pair 2n 
satisfont à la relation (Ë), elle peut se ramener à une somme de n puis- 
sances 2n; si le déterminant (B) est différent de zéro, il est possible d'une 
in finité de manières de la ramener à une somme de n +- 1 puissances 2n. 

Il faut done qu’une condition soit remplie pour passer de l'expression 
générale d’une forme d'ordre pair à sa forme canonique. À cause de cette 
circonstance, on a été amené à compléter la somme des n puissances 2n 
par un terme additionnel comme suit : 


bi (xı + ia)" A ba (ui + 2202)?" Ds (x1 + se) + + 
+ k (21 + Rixa)? (xı He 2282)? (x1 He se). (as + ArT)’, 
et cette expression constitue sa forme canonique. 

On est parvenu avec assez de peine à trouver les expressions canoni- 
ques des formes du quatrième, du sixième et du huitième degré. Nous 
indiquerons ici la marche à suivre pour une quartique. Soit 

f= ati + 4axir, + 6asxirs + 4a r3 + aT 
Posons : 


f = bi (xı + his) -+ ba(xı -+ 222) 4 6k (x1 H liwa)? (£1 + 222)? 
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En égalant les coefficients des mêmes termes de ces deux expressions, 
on trouve les égalités 
bi + b: + 6k = to, 
bi -+ bad2 + 3k (À + a) = Gi 
(6) bihi H bahs + k (Ai +R T 4AA) = Gas 
bdi H bads + 3kà da (A F Àa) = as 
bi + bàs + 6h58 = a. 
Posons : 
l Hl =s, Mt. 


Les quantités À,, 2: seront les racines de l'équation 


(7) z? — 8z + t= 0. 
Avec ces valeurs les équations précédentes deviennent 
(8) bı + b: + 6k — a = 0, 
(9) bihı + b22 + 3ks — a: = 0, 
(10) bih? -+ b223 -+ k (8? -+ 2t) — a: = 0, 
(11) bihi + b213 -+ 3kst — a; = 0, 
(12) bidt + b224 -+ 6k — a = 0. 
Éliminons entre (8), (9) et (10) les coeficients bı, b2. On aura 
1- 1 6k—ú = 0; 
À1 à: 3k8— a 
A? A3 k(s® + 2t)— @ | 
ou bien 
(A1 — 22) | 0 1 6k— 4% = 0, 
I 2 3ks — a: 


Ads 23} k(s? -+ 21) — a 


Multiplions les éléments de la première colonne par 2 et retranchons 
les produits des éléments de la deuxième colonne; en supprimant le 
facteur À1 — 22, on a la relation 


o 1 6k— w = 0. 
(13) 1 o 3k8—ai 
s —t k(s + 2t) — a: 
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Éliminons encore bA1, b:}: des équations (9), (ro), (11), et b,2?, 
b,2? entre les équations (10), (11), (12); on trouve aussi : 


o 1 3ks — a = 0, 
(14) I o k(s + 21) — a: 

s —t 3kst— as 

o 1 k(s® -4 2t)— a: | = 0: 
(15) 1 o 3kst — as 

s —t 6kl®— as 


Par le développement de ces déterminants, il vient 
aot — ais + ax — k(8t — 25°) = 0, 
ail — Q28 -L a; — ks(4t — s?) = 0, 


a:t — ass + a; — kt(8t — 28°) = 0. 
En posant : 
k(8t — 28°) = y, 
on peut écrire 
Qot — a8 + G: — H = O, 


(16) at— (a 4E) +a =o, 


[CE — p}t — sS + as = ©, 
Enfin, par l’élimination de s et de t, on arrive à l’équation du troi- 
sième degré en p 


to a a, — u | = 0. 
aı aE as 

2 
di—U üs a; 


Après avoir déterminé les racines de cette équation, on substitue 
l’une d'elles dans (16) pour en déduire les valeurs de s et de t. L’équa- 
tion (7) donnera ensuite les constantes À,, 22; enfin, les égalités (8), 
(9), (10) permettront de calculer bo, bı, k, et le problème proposé est 
résolu. Comme l’équation cubique en p admet trois racines, on arrive 
au but proposé de trois manières différentes. 


En sé 
4 


=b (xı + ix), X: = LB: (x -+ 2282), 
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il est démentré que la quartique peut se ramener à la forme 
Xi + X} + 6)X?X}. 

Il est utile de faire remarquer, en terminant, que le passage à la 
forme canonique n’est pas possible dans tous les cas; lorsqu'une fonction 
présente une certaine particularité, par exemple, si elle renferme un 
facteur au carré, le problème peut être impossible. Ainsi, dans cette 


hypothèse, une cubique ne peut pas prendre la forme IX} + mX}, mais 
la forme X°X.. 
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CHAPITRE I. 


INVARIANTS ET COVARIANTS. 


E 
DÉFINITIONS. PROPRIÉTÉS DES INVARIANTS. 


209. Considérons la forme binaire quadratique 
f = aos} + 2a Tix: + mx$. 
Par la substitution 
Xi = AX, + 22X2 
z: = PIX, + PX, 


elle devient 
F = l + 2Åå:XıX2 =- A:X3, 


Ao = toa? + 2a 10b + a28}, A: = 003 + 201028: + p3, 
Ai = docs + t; (21b + æ:ß1) + abb. 
Formons avec les coefficients de f différentes expressions telles que 
a,+a,—a, aaa,, aa, —ai, aa, —a, 
ainsi que les expressions correspondantes sur la transformée 
AtA, +A, A,A, Aao AA, — A}, AA, — Ai, 


qui renferment à la fois les coefficients ao, ai, az et les constantes de la 
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transformation &,, 2, Bı, B2. En comparant celles-ci aux premières, 
il arrive quelquefois que l’une d'elles ne diffère de l'expression corres- 
pondante que par une certaine puissance du module. Si on remarque, 
par exemple, que a,a, — a?, A å, — A? sont respectivement les diseri- 
minants de la fonction et de la transformée, on a la relation 
AA, — A? = r° (aa, — ai), 
comme on le vérifie d’ailleurs facilement avec les valeurs de Ao, Ai, A2; 
mais, il n’en est pas ainsi pour les autres expressions. L'idée que ren- 
ferme cette équation s'exprime brièvement en disant que aa, — af est 
un invariant de f. En général, on appelle invariant, une expression des 
coefficients d'une forme telle, qu'après une transformation linéaire, l'ex- 
pression analogue avec les nouveaux coefficients est égale à la première 
multiplie par une certaine puissance du module de la transformation. 
Soit une forme binaire de l’ordre n 


n= 1), 


f= ax} + na ai'a, + ——— ant txt + + art 


ayant pour transformée 
F = AX} p nA XX, + A,X#, 

toute fonction @(@o, a:, a2, ...) des coefficients de f qui satisfait à Pégalité 

Q (Ao Ar, A2, »..) = r%O(ao, a15 Q2, +.) 
est un invariant. Si ) = 0, on a 

p(Ao, År, A25 ...) = Q (0; Qi, a25 +. -); 
et linvariant ọ est alors une expression qui reste égale à elle-même 
pour toute transformation linéaire, même pour celles dont le module 
est différent de l'unité. On dit alors que ọ est un invariant absolu. 

Lorsqu'une forme admet plus d’un invariant, on peut toujours en 


déduire un invariant absolu, Supposons, par exemple, que f possède 
les deux invariants (ao, ai, ...) et Y (ao, ai, ...); on aura les égalités 


P (åo, Ai, « ) = (a0, a1; .….), 
(åo, Ai, ….) = TU (a0, ai; so) 
par suite, 


[p (åo, A1, ...)]“ = r” [g (ao ai, .….)]}#, 
[Y (Ao, A1, = PIY (ao, a, 0.)]>; 
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d’où 
lp (Ao, Ais ..)]# _ [P (aos ai, .….)]# 
[p (Aos Ais .)]} Ep (a0, ai, +0)? ; 

La fraction du second membre doit être considérée comme un inva- 
riant absolu. 

Afin de se rendre compte de l'existence de semblables expressions, il 
faut remarquer que la transformation linéaire introduit dans une forme 
binaire quatre constantes «1, 2, Bı, B2; si, entre les n -+ 1 égalités qui 
donnent les valeurs des coefficients Ao, Ai, ..., on élimine ces constan- 
tes, il restera n — 3 relations entre ao, @i, Q2, …, et Ao, A1, A2, o 
Quand l'une d'elles peut se ramener à la forme 

Q (ao, Gi, a2, .….) = P (Ao, Ai, A2, oe.) 
la fonction ọ est un invariant absolu. Une forme binaire de l’ordre n ne 
peut done admettre plus de n — 3 relations de cette nature; les formes 
quadratique et cubique n’ont pas d'invariant absolu; elles ne peuvent 
avoir qu'un seul invariant qui est leur discriminant. 

210, Invariant simultané. Soit un système de formes 

f= ame, fi =b e [= 0x +, etc. 
En effectuant une transformation linéaire, il viendra 
FAX Le, F = BX He, F,—CXY +. 

Une fonction ọ des coefficients de toutes ces formes qui satisfait à 

l'équation 
P(A0:..5 Bosss3 Corrs) = rip (ao scos Do esep Co 10) 
s'appelle invariant simultané du système donné. 

Nous avons déjà rencontré des fonctions de cette espèce. Quand on 
transforme un système de k formes linéaires à k variables, on a : 

A =r, 
A et ò étant respectivement les déterminants des formes transformées 
et des formes primitives; il en résulte que ò est une expression des 
coefficients des fonctions linéaires jouissant de la propriété de l’inva- 
riance ; c'est un invariant simultané de ces formes. 

On sait que Ò est le résultant du système; une propriété semblable 
existe pour l’éliminant de deux formes binaires quelconques. Soit 


f= ax? + ma, tx, + + + an, 
fi = boat 4 nb ana, + +. + baat. 
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Désignons par (piq:), (p:q2); .…. (Pmqm) les racines de f= o, et par 
(risi), (r282), .… (rnsn) les racines de fı = o. On peut écrire 


f= Lı Tz Xi T: T1 ZX: j|, 
pi quil lp: @ Pm qm 

fi=| 2 % Ti £: %4 Ti 
ri si r2 S2 ru Sn 


Pour obtenir le résultant R, substituons dans f, les racines de f = o 
et multiplions les résultats. On aura 


R=|p qı Py ka R 
S2 


ri Si ro 


Pm qm | s 
Fn Sn 
Si on applique les formules de la transformation 
Li = diXi -}- caX2, 
£: = BiX: + B2:X2, 
le premier déterminant de f devient : 
aiXitaXs BX + BiX |= (ques — pli) Xi — (pib: — ques) X25 
pi q: 
par suite, les valeurs de X, et de X: qui correspondent à ce facteur sont 
proportionelles à 


piba — ques, quai — pif; 
de même, dans la transformée F;, X, et X2 seront proportionnels à 
Tir — Sias, Sia — ribi; 
or, le déterminant de ces quantités a pour valeur 
pipa — qia: quai — pif ai Pi 
riz — Si&a 801 — rbi as bı 
Donc, chaque déterminant du résultant R’ des transformées est égal au 


déterminant correspondant de R multiplié par le module, et comme il y 
a mn déterminants semblables, on a 
RiR: 

Par conséquent, le résultant de deux formes binaires quelconques est 
un invariant simultané de ces formes. 

211. Le discriminant d'une forme est un invariant, Il a été démontré 
antérieurement que, pour une forme quadratique, on a : 

A = rh, 


Pi qi 
Fr) Sı 
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A étant le discriminant de la transformée et Ò celui de la forme primi- 
tive; par définition, à est donc un invariant. Cette propriété a lieu pour 
le discriminant d’une forme quelconque; nous allons le démontrer en 
considérant seulement une forme binaire de l’ordre n, savoir : 


[= axt + na atlas, LL anat. 
Si on désigne, comme ci-dessus, par (pig), (p2q2), ... (Pnn) les 
racines de f—0, on a: 


f= | ar lil rt tm Xi X2 
Pi qı p? q: Ph Mh 
On sait encore que le discriminant ò de f est représenté par 
ð= | pi qı pi qi Pai Qui 
p? q Ps gs Pr 


On vient de voir que, dans la forme transformée, les racines qui 
correspondent aux deux premiers facteurs sont proportionnelles à 
piP: — ques, que — pif; 
pP: — quas, ques — papi ; 
or, On a : 
pif — ques ques — pif a pi q 
p:ß2 — Q23 rai — p-b: Bi Ga P? q: 
Ainsi, chaque déterminant du discriminant A de la transformée est 
égal au facteur correspondant de à multiplié par le module; comme il 


n(n— 1) 
2 


renferme déterminants semblables, il vient 


n(n — 1) 


å = (r?) $ .Ô 


ou bien, 
A = rr), d; 
par suite, à est un invariant de f. 
I résulte de cette démonstration qu’en représentant par (P:Q: — P:Q;) 
ce que devient (p:43 — p:q1) par la transformation, l'on a 


P.Q: — P:Q: = r (piq: mi q2pi). 
Donc, une fonction quelconque des déterminants (pig: — p2q1), 
(Pis — psqi), ete. où chacun d’eux entre d’une manière égale sera un 
invariant. 
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21%. Pour une forme binaire, une fonction symétrique des diffé- 
rences des racines est un invariant, lorsque chaque racine s'y trouve un 
même nombre de fois. 

On sait que les fonctions symétriques des racines sont des expressions 
rationnelles des coefficients. Dans la forme binaire 


[= a,x} 4 nazi, + aux”, 


S PSS EC P a a 
où ao est différent de l'unité, ces coefficients sont tee: Min de 
Go do 


rendre la fonction entière, il est nécessaire de multiplier par une puis- 
sance convenable de ao pour faire disparaître tous les dénominateurs. 
Supposons la fonction donnée décomposée en ses facteurs linéaires 


f= Ti Tz Xi Xz Ti ZX: |, 
pı q: P2 q: Pr qh 
et posons 
Ep , 2 a , ... TA, 
P qi P Ja P q= 
Les quantités p seront les racines de f—o où l’on considère =! 


T2 
comme l’inconnue. 


Soit la fonction symétrique suivante : 
ag B(Pi — Pa)” (Ps — pi)... 
où chaque racine entre au degré u. En remplaçant les racines par leurs 
valeurs, elle devient 


ak 216 -2y Es 2)". 
qs q 


r (P192 — P24: 1)? (Psqa — pq). 


où bien 


ag À 


AAA 
et puisque chaque racine entre également dans les termes de la somme, 
le dénominateur sera le même partout ; sa valeur étant 


qig + Qu = 06) 
la fonction symétrique donnée se réduit à 
I (pig: — pq) (psqs — pigs) 


et nous venons de voir qu’une telle expression est un invariant. 
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Par exemple, la formule 
as (Pi — Pa) 
représente l’invariant de la forme quadratique, et l'expression 
as (Pı — p2)° (pi — ps)? (pa — ps)? 
celui de la cubique. 
De même les sommes 
ai Z (p:1 — 02)? (ps > ps) 
ai Z (CT GE p2) (ps aa ps)? (p: TE ps) (p2 = ps) 
correspondent à des invariants de la quartique. 
243. Après ces définitions, nous allons démontrer les propriétés 
fondamentales des invariants d'une forme binaire de l’ordre n 
[= as 4 na ata, + ee H anxt. 
Première propriété. Un invariant est une fonction homogène des 
coefficients et de poids constant. 
Appliquons à la forme f la transformation spéciale 
ĝi = X, x: = ÌX: 
ayant pour module 


Si ọ est un invariant, on a 
P(Aus A3 Az, <...) = AO (Qos Gi, a23 +). 

Remarquons que le changement de x: en Àx: revient à multiplier 
chaque coefficient de la forme par une puissance de À égale à son indice, 
de sorte que l'égalité précédente peut s’écrire 

Q (ao, aià, a2)?, ...) = +G (Qos Gi, a3 +»). 

En vertu de cette relation, chaque terme du premier membre doit 
renfermer le facteur }*; ce qui exige que la fonction ọ soit homogène 
et que la somme des indices dans chaque terme soit constante et égale à 
k; c’est précisément cette somme qui constitue le poids de l'invariant. 

Deuxième propriété. Un invariant reste le même, en valeur absolue, 
si on échange les coefficients équidistants des extrêmes. 

Effectuons la transformation 

Xi = X2, La = Xi 
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dont le module est — 1; on aura 


(åo, A1, A2, ...) + md 1}* (do, a1, 02 .….), 


k étant le poids de l’invariant. Or, une telle substitution donne une 
transformée où a, est remplacé par an, @ı par @_1 et, en général, 
a; par @_; à cause de l'égalité précédente, cet échange laisse la fonction 
invariable si k est pair, et il y a seulement changement de signe, si k 
est impair, On appelle invariants droits ceux qui conservent leur signe 
par l’échange des coefficients équidistants des extrêmes, et invariants 
gauches ceux qui changent de signe. 

On exprime encore la propriété qui précède en disant qu’un invariant 
est symétrique par rapport aux coefficients à égale distance des extrêmes. 

Troisième propriété, Le poids d'un invariant du degré 9 par rapport 
aux coefficients est $ n0. 

En effet, si dans chaque terme a,4,4..., on remplace a, par anor, 
a, par an-s, etc., l’invariant conserve la même valeur absolue ; il faut 
donc que l’on ait : 


rst =n—-r+n—s+n—t1+. 
ou 


2{r+s+Hi+e)=n+En+Lnt.. = n; 


par suite, 
no 
ph pd me 


Il en résulte que, pour une transformation de module r, il viendra 
ng 
o (Ao, Ai) =r ? © (ao, &, +++). 

Le poids de l'invariant étant un nombre entier, on en conclut, pour 
n impair, que son dégré 9 doit être pair; ainsi, une forme de degré 
impair ne peut posséder que des invariants de degré pair. 

Quatrième propriété. Un invariant satisfait aux équations différentielles: 


do do do do 
LT naa “HU T CAM ET — nas JT Far fl 


nou Eada TE En — 2)a as 
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Pour le démontrer effectuons la transformation 
xı = X, + X2, 
2: = X3, 
dont le module est unité. L'invariant ọ restera identique à lui-même. 
Or, on trouve, pour la transformée, 
n(n— 1) 


ET (aì? 42a, ìta) Xt? X; 


Go X+n (a, À+a,) XF X, + 


et l’invariant pris sur cette transformée a pour valeur 


@ (ao, ai ++ aod, a: + 201- ao)?, as- 3a:À + 301)? + ao), ...) 
do 


at m S 7 (a 2 2 À de. .. 
= Ọ(o, Qi, az, ...) F doh g, T (À -+ 24ià) Fa L 


d d d 
= (do, Q, 2) HA (ao E am E) (a E s) % 


Comme la fonction ọ reste invariable par la transformation, les coeffi- 
cients des diverses puissances de À doivent être nuls; en égalant à zéro 
celui de la première puissance, on obtient la première équation différen- 
tielle. La seconde se déduit immédiatement de l’autre en changeant a; 
en ani à commencer par le dernier terme. Toutes les autres équations 
provenant des coefficients de 22,25 ..., égalés à zéro, expriment la même 
chose que la première et doivent être satisfaites en même temps; il est 


n(n—1)(n— 2) 
1: 2: 9 


(a +30, 430, + as) XX ; 


inutile de les écrire. 
Cinquième propriété. Si f, et fz sont deux formes binaires de méme 
degré et ọ (ao, &1, a2, …) un invariant de la première, l'expression 


dọ do do do 
LE ee à Lg T er ol Abu re 


sera un invariant simultané de ces formes, bo, bi, b2, … étant les coeffi- 


cients de la seconde forme. 
En effet, formons la fonction composée 


f+ kf = (as + A) at +n (a, Rb) etre, 
n (r 


gaei, + kba) aieas H e 


1 
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Quand g(a, as, a: ...) est un invariant de fi, l'expression 
@(ao+- kbo, ai- kbi, a+ kb, ….) 

sera un invariant de la forme fı- kf: quel que soit k. En développant, 
les coefficients des diverses puissances de k jouiront de la propriété de 
l'invariance et, en particulier, l'expression proposée qui est le coefficient 
de la première puissance; comme elle renferme à la fois les coefficients 
a et b, c’est un invariant simultané des deux formes, Par exemple, on 
sait que a,a, — a; est un invariant de 


fi ati + 2a,2,2, + 0323. 


fn = baxi + 2b,x,z, H b,x. 
Si on effectue sur ọ — — a} l'opération 


bas s 
bi to PL pEb * daz 


Posons : 


on trouve l'expression 
G2bo — 2aib, -H aobo 

qui sera un invariant simultané des deux formes quadratiques. 

244. Il sera utile d'appliquer les principes que nous venons d'exposer 
à la recherche de quelques invariants. Après avoir choisi le degré 9 de la 
fonction à déterminer, on calcule le poids par la formule 

| t np, 

n étant le degré de la forme. Il faut ensuite combiner les indices 
0,1,2,..n de la lettre a de manière à former une somme égale à p; 
ce qui permet d'écrire la partie littérale de l'invariant. On ajoute aux 
termes des coefficients A, B, C,... qui se déterminent par l'emploi des 
équations différentielles. D’après la manière de composer les termes, 
l'expression écrite sera symétrique, et il suffit dans la pratique de se 
servir d’une seule équation. 

Forme quadratique. Elle ne possède qu’un invariant qui est son dis- 
criminant, On a : 0 = 2, $ n9 = 2; par suite, l’invariant est de la forme 
Aa,a, -+ Bai, 

A et B étant des constantes numériques. En appliquant à cette expression 
la première équation différentielle, on trouve 
ao (2Ba;) + 2a: (Aao) = 0 


ou bien d 
(A -+ B) God = O0, 
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On donne la valeur que l’on veut à l'un des coefficients; car l’invariant 
peut toujours être multiplié par un nombre quelconque. Prenons A = 1; 


la relation précédente donne ensuite B— — 1. Donc, l’invariant cherché 
sera 
aa, — a. 
En posant : A— 2, il viendrait : B— — 2, et l’invariant se trouverait 


multiplié par 2; ce facteur est inutile; pour déterminer les constantes 
numériques, on prend toujours À — 1. 

Forme cubique : 

f= at + 3a,xix, + 3a,x xt + aTi. 

Son discriminant est un invariant et elle n’en a pas d’autre. On a ici : 
0 = 4, n9 = 6. Il faut done composer une expression du quatrième 
degré et telle que la somme des indices soit égale à 6 dans chaque 
terme. D’après cela, l’invariant sera de la forme 

Aata? + Bapa} + Caga, aa, + Daja, + Eaÿai. 

L'équation différentielle donne 

a, (Caaa, + 3Daïa, + 2Ea,as) + 24, (3Baçai - Caga, a; + 2Ea'a,) 
-+ 3a, (2Aaèa, + Ca,a,a, + Dai) = 0, 
on bien, 
(C + 6A) aĉa a, -+ (2C + 3D) afa,ça, + (2E + 6B + 30) apa, 
+ UE- 3D) aša, =0; 

par suite, on a les relations 
C+6A=0, 2C-+3D=0, 2E+6B+3C—0, 4E+3D—0o. 

Avec la valeur A = 1, on trouve 

C= — 6, D=4, E——3, B=4 
Done l'invariant de la cubique a pour valeur 
aža? + 40,03 — Gaa aa, -+ 447a; — 30}0}. 
Forme quartique : 
f= ax) + 4an, + Gant +pani ant. 

Cherchons si elle admet un invariant du second degré, Si 0 = 2, 

t n0 = 4, et la composition de l’invariant doit être 


Aasa, + Ba,a, + Cai. 
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Par l'équation différentielle, on trouve sans peine A = 1, B—— 4, 
C= 3. L'invariant du second degré de la quartique est : 
404, — 44,4; T 303. 
Supposons, en seeond lieu, 0 — 3; alors $ n9 = 6, Si on combine les 
nombres o, 1, 2, 3, 4 trois à trois de manière à former une somme égale 
à 6, on arrive à l'expression : 


Aaaa, + Baa} + Cata, + Da,a,a, + Euë. 
L’équation différentielle conduit aux valeurs : 
A1, B——1, C——1, Dea E——1, 

et l’invariant sera : 

44,4, — 4,4; — a$ Q, -H 24a,a,a; — ai. 

Pour la forme canonique 
2} + 24 + Gatr! 

les deux invariants que l’on vient de trouver et que nous désignerons par 
i et j se réduisent à 

i= 1 -+ 3}, j—=À— } =) (1 —)). 

On sait que le discriminant de la quartique est un invariant, mais il 
n’est pas indépendant; il exprime au moyen de à et de j par la formule 
ò = Ë — 27). 

On le démontre facilement par la forme canonique. Les équations 
dérivées étant : s 
zi -+ 3x; =0, xi+ 312? — 0, 
si on pose Z: = 1, la première donne 
2, =+ — 3, s= =V — 3h 
Substituons ces valeurs dans le premier membre de la seconde et mul- 
tiplions les résultats; on aura 
ò = (1 — g1?) (1 — 913) = (1 — 9). 
Or, on vérifie facilement que 
G — 9) = (1 32)" — 27 (à — 25)", 
c'est-à-dire, 


4 
g= P a27" 
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C’est là une relation invariante qui aura lieu aussi pour la forme 
générale. 

Remanque. Comme moyen de vérification, on fait usage de cette pro- 
priété que : la somme des coefficients numériques d'un invariant est tou- 
jours égale à zéro, lorsque la forme est écrite avec les coefficients du binôme. 
Pour s'en rendre compte, il faut observer qu’en posant : 


lo = = = "= h = I, 
la forme f se réduit à une puissance exacte, savoir : 
f= (2: +), 
et l'équation f= o a toutes ses racines égales. Or, nous avons vu qu'un 
invariant s'exprime par une fonction symétrique des différences des 


racines qui s’anaule quand les racines sont égales, Il en résulte que cet 
invariant est identiquement nul pour 


Go = Qi = = h = l} 
par conséquent, la somme de ses coefficients numériques doit être égale 


à zéro. Il n'en est pas ainsi, quand on écrit la forme comme suit : 

f=a xta a, Haa aH 
car elle ne devient pas une puissance exacte lorsque tous les coefficients 
sont égaux à l’unité. 

Nous vérifierons plus tard par d'autres méthodes que les expressions 
que l’on vient de trouver sont réellement des invariants. Lorsqu'une 
fonction rationnelle des coefficients d'une forme vérifie Péquation diffé- 
rentielle sans satisfaire aux autres conditions de poids et de symétrie d'an 
invariant, on l'appelle semi-invariant ou péninvariant. 


g 2. 
PROPRIÉTÉS DES COVARIANTS. 


245. Un covariant est une expression des coefficients et des variables 
d’une forme telle, qu'après une substitution linéaire, la méme expression 
prise sur la transformée est égale à la première multipliée par une 
puissance du module de la transformation. 

Soit : 

[= ax naar x, + + ax 
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une forme binaire de l'ordre n qui, par une substitution linéaire de 
module r, devient 
F = A,X? + nA,X, IX, HE ASX2; 
toute fonction Ọ (ao, 4, .... Ss, 22) qui satisfait à l'égalité 
Q (Ao, Ai, +., Xis X2) = ro (Go, Gi, «co Li, Xa) 
est un covariant de f. 
Soit une cubique 
f= aoti + 30,212, + 300,1 -H axe, 
> 
qui, égalée à zéro, admet les racines po, p:1, p2; on peut obtenir immé- 
diatement un covariant au moyen des différences des racines. Posons : 
8 = 032 (pa — Pa)? (x, — P34)’; 
en remplaçant les racines par les rapports 
pi, Pi, Ps 
D G I 
elle devient 
8—= Z (pig: — pq) (£iqs — tps) 
et nous avons vu précédemment que ces déterminants jouissent de la 


propriété de l’invariance. La somme s se compose de trois termes résul- 
tant de la permutation des racines; en laissant le facteur aè, on aura 


8— (pi — pa)? (ti — psæe) (p1 — ps)? (X1 -— pare) + (p2 — ps)? (x21 — pute) 
= 24 ps — pe)? + (pi — ps)? + (ps — p3)"] 
=- 2X4% [pi (p2 — ps)? -+ pe (p1 — es) + ps (pı =i p2}*] 
Has loi (Pa — Ps)" ph (Pi — Pa)? + P3 (04 — ps). 
Si on substitue aux fonctions symétriques leurs valeurs, et si on mul- 
tiplie ensuite par aĝ, on trouve 


(aoa, — ai) #5 + (aoa, — 4,4) 2,2, + (a,a, — a3) £$ 
qui est l'expression définitive du covariant du second degré de la cubique. 
Comme nous l'avons fait remarquer pour les invariants, une expression 
composée avec les différences des racines et des facteurs linéaires renfer- 
mant les variables ne peut représenter un covariant qu’à la condition que 
toutes les racines y entrent un même nombre de fois. Ainsi, 


a Z(p4 — ps)? (p4 — pa) (xı aar p22)? (x: a ps2) 
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est un invariant du troisième degré de la cubique, et 


as (pı — p2)” (pz — ps)? (ps — pi)? (£1 — pixa)! 

ag Z(p1 — pa) (pi —- ps) (pi — pe) (xı — p222)? (x1 — psx)? (ai — pita)? 
sont des covariants du quatrième et du sixième degré par rapport aux 
variables de la quartique. Les diverses expressions analogues que l’on 
pourrait former pour une fonction homogène quelconque à deux varia- 
bles n’ont qu’une importance théorique. Il existe des méthodes plus faciles 
pour déterminer les covariants ; elles reposent sur diverses propriétés de 
ces fonctions que nous allons démontrer. 

216. D'après l'identité fondamentale 


(As, Birsig AD X:) — 1*0 (ao, Qis es iy £2), 


le coefficient de Xi X} dans le premier membre doit être égal au coefficient 


de xix* multiplié par 7*; la puissance k se nomme indice ou poids du 
covariant, 


Désignons par 9 le degré du covariant par rapport aux coefficients et 
par » son degré par rapport aux variables. Si, dans une forme quelconque 
de l'ordre n, on change x, en À, et, en même temps, a; en ai, il se fait 
que À" est facteur dans tous les termes. Mais, par ces deux changements, 
un terme agag … x}xt du covariant renfermera X!+#+8+**, et l'on aura 


l-a- 8- - -= constante. 
Or, si on effectue la transformation 
Tı = X, Le = X, 
dont le module est — 1, le covariant reste le même en valeur absolue, 
tandis que ax devient «,_., ete. et x}, xl; par suite, il faut que 
Later (ne) (n p) 
ou bien 
2142 (a +64) = n0 +; 


d'où 


RD SL 12 


2 
Pur conséquent, 
1° La somme des indices des coefficients d'un terme du covariant 
augmenté de l'exposant de x, dans ce terme est constante et égale à 
n0+v 
sh? 
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2° Le poids du coefficient de x!, est représenté par 


n0 + y l 
z S 


Ces propriétés permettent d'écrire la partie littérale d’un covariant 
lorsqu'on donne son degré y relativement aux variables et son degré 9 
par rapport aux coefficients. Par exemple, pour la cubique 

f= asi + 30,112, + 302,1} + asai, 
le covariant du second degré relativement aux coefficients et aux varia- 
bles est de la forme 


Casi +20,2, £, + C,zi 

où les poids de Co, Ci, Cz seront respectivement 2, 3, 4, puisque 
pdala 4; ce qui permet de poser 

C, = Aaça, + Bai, 

C, = Caoas -+ Da;a:, 

C, = Ea,a, + Faÿ. 
Il ne reste plus qu’à déterminer les constantes numériques A, B, ....5 
ce qui se fait par des équations différentielles que nous allons démontrer. 


247. Equations différentielles des covariants. Appliquons à une forme 
binaire de l’ordre n la transformation 


zı =X, + IX, 
Le = X3, 
pour laquelle r — 1. On aura 
P(Aos Ats -+ Xi, X3) = Q (ão Gi +.) 1, Le), 
ou bien, en remplaçant X;, X+ par leurs valeurs 
Q (Ao, A4, +, Li — Ì2, Gr) = P (Qos Qis ++, Liy La). 


Il résulte de cette identité, qu’en développant le premier membre, les 
coefficients des diverses puissances de À doivent être nuls. Or, par la 
transformation, les coefficients Ao, A1, Az, ... ont pour valeurs 


Go Gi + Qol, Qz- 20) + a, as- 3a2À -+ 30:2}? — ao, … ; 
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par suite, le coefficient de la première puissance de À donne l'équation 


d 
ta s+ 24 T+ nai TE 0, 
ou bien, 


do de dọ dọ do 
an CS E a e TN) 


(x) z: 


L'échange des variables ou la transformation 
vı = X», La = e 


n’altère pas le covariant, tandis qu'un coefficient a; devient 4,_;; on aura 
aussi 


: dọ do dọ 
(a) DT = 0 ia Ja H ami E T T E 


Cela étant, écrivons le covariant ọ à la manière ordinaire suivant les 
puissances décroissantes de x;, 


SE 


q= Cr, + tx, + -Ye 209 a i OE 


Il vient : 
(a"') mi2 = vax} tw, H a(o — 1) Cwta? -p e Hean. 
! 


D'un autre côté, appliquons l'opération du second membre de (x) à ọ, 
en observant que les coefficients Co, C1, .… sont des fonctions de 
a, Qi, Q2, .… Si on compare ensuite le résultat avec (z/’) pour égaler les 
coefficients des mêmes puissances de x, et de x2, on trouve 


dC, dC, dO 
RP PR nt ce nas Een i. 

dC, dC, dC, 
DTA + 2a de + + Nan a, =l, 


c dCs 
A aan: T se 26 
Pr PE Ta AR -} na Ta, 2C:, 
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Par le développement des deux membres de l'identité («’), on arrive 
encore aux équations : 


dc, dC, i dC, 
AE PE P DES r)a: gg, t -t A E 


dyi y—i dC;_… 
na k + ( 1)@2 2e + + "D = 
dc, C,- dCs 
na, a + — r)a; À TENA -Fan Fi S aC yis 
dCs & TE 
dý da, (e i da, aa € ~ 


Ce sont les deux systèmes d'équations différentielles auxquelles doit 
satisfaire tout covariant ọ de la forme donnée. Appliquons, par exemple, 
ces équations pour déterminer les coefficients Co, Ci, Ca du covariant du 
second degré de la cubique. On a 

C, = Aaça, + Bas, 
C, = Ca, a, + Da,a,, 
C, = Ea a, + Fa, 


Par les équations du P ee on trouve 
dCs 
a + au à Te + 3a Ve = 20,4 (À + B) = 0, 
[j 


par suite, pour À = 1, il vient B = — 1; done 


C, = apt: — a}. 
En second lieu 


dC, dc 
"Ta, T Setn PRE) 


ou bien 
aça: (D + 3C) + 2a? D = aü: — à}, 
c'est-à-dire, 
aaz (D + 3C — 1) + a? (2D + 1) = 
on en tire : 


done, 
C; = 3 (a,as — ttz). 


www.rcin.org.pl 


— 44 — 
Enfin, l'égalité 


dC dC 


dC 
ozet 241 F 3ta gg = aoû — ae 


daz 
revient à 
aas (BE — 1) + aas (4F + 3E + 1) = 0. 
En conséquence, 
E=1, Fæ=—1, 
et 
C2 = aias — a. 

Le covariant du second degré de la cubique est complètement déter- 

miné et il a pour expression 
(Qoae — a?) 1? + (aoas — A12) tits + (aias — ai) x3. 


218. Le calcul d'un covariant se simplifie encore par le second sys- 
tème d'équations différentielles. On en tire, en commençant par la 
dernière, ` 


1 nt b dC 
C; =--> 2 (n— ian Ta? 
, I i=n—1 dC 
Ca — sE È (a — Ja » 
i=n—iI dC 
G = : « 2 (n — i) sis HP FR 
+ LS - -R dC, 
C, = R (n tax Fr 


Avec C,, la première fait connaître C; ; avec Cı, la seconde donne C3, 
et ainsi de suite. Désignons par d l'opération 


d d d 
na; ra al — 1) TP -l sob SUITEA , 
on aura simplement 
H dCs, Cs = dE, eu, C, = dCi. 


—2 


C; aade, C: == 
y 


[l suffit donc de connaitre le premier terme C, pour en déduire tous 
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les autres et, pour ce motif, nous appellerons C, terme principal du 


covariant. 
Appliquons cette méthode à la recherche du covariant du troisième 
degré par rapport aux coefficients et aux variables de la cubique 


= ati + 3047ix, + 3m 7 + ax. 
n0 + y 
2 


On a: 


; 
le poids du coefficient du premier terme du covariant est 3; il sera done 


de la forme 
C, = aa, + Aaa a, + Ba?. 


L'opération 
dc, , dip, dC, 
lo FER =i T FT Sia PT 
donne 
azt, (A + 3) + asa? (3B + 2A) = 0; 
d'où A = — 3, B= 2; par suite, 


C, = 430, — 30,0, 0, + 20}. 

Connaissant C,, il vient successivement pour les autres coefficients 
C,—;dC, —;[3a, (24685 — 3a,a,) -+ 2a, (6af — 3a,a,) + a, (— 3a,a,)] 
c’est à dire, 

C, = a;a,a; + aÿa, — 2400}. 
De même i 
C, = $ dC, z £ [3a,(a,a, Fat 24) + 24, (aa, +- 24,4.) +u,(a im 4aça,)] 


ou 
C, = 2454, — a,ai — 4,8,a,. 
Enfin, 
C, = dC, == 3a, (— a,a;) + 24, (40,0; — 83) + a, (— 2a,a, — aa) 


c'est-à-dire, 7 S 
C, = 30,030; — 203 — holtz. 


Il vient ainsi pour le covariant du troisième degré de la cubique, 
(aa, — 304,0, + 20$) £] + 3 (00,0; + aa, — 20003) 212 
-+ 3(2ała, — aa} — a04 05) T 13 + (30,0,0; — 205 — asaï)xi. 
249. Dans le caleul des covariants, il faut encore utiliser la propriété 
suivante. La transformation 


t= Xp =X, 
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revient à échanger les coefficients à égale distance des extrêmes dans la 
forme et le covariant se trouve simplement multiplié par (— 1), puisque 
le module de la substitution est — 1. Il en résulte que le coefficient de 
xy xi se déduit du coefficient dex }— x! par l'échange des coefficients de 
la forme équidistante des extrêmes ; on conserve les signes si k est pair, 
et on change le signe, si k est impair. Conformément à cette remarque, 
il suffit de calculer la moitié des coefficients du covariant; les autres s’en 
déduisent comme nous venons de le dire. Par exemple, pour le covariant 
qui précède, le coeflicient du premier terme étant 

ai, — 344,4, + 207; 
on remplace a, par as, @ı par a, et réciproquement; ce qui donne 

aÿa; — 34,4,4, + 2a;; 
c’est, au signe près, le coefficient du dernier terme. 

Avant de terminer, indiquons la marche à suivre pour trouver les 
covariants du quatrième et du sixième degré relativement aux variables 
de la quartique 

f = agti + 40,xix, + batita + 4a,x,xi + axe, 
le premier étant du deuxième degré et le second du troisième degré par 
rapport aux coefficients. Si on pose n= 4, 9 = 2, Y= 4, il vient : 
nÜ+y 


nl - 6, et le poids du coefficient de z; dans le covariant sera égal 
à 2.11 faudra prendre 
o = 408, + Aa! ; | 
par l'équation différentielle, on trouve A = — 1. Le premier terme du 
covariant est donc 
(aa; — di) x. 
Il vient ensuite 
Cı = $ dC, = $ [4ai (42) + 30: (— 201) +- 28: (o)] 
== À (to ds — M 42). 
C, — = dC, Ez 4.3 [4a, (a;) Fa 343 LA) a 7 24; Le a,)+ a, (a,)] 
= ÿ (20,8, + aa, — 343). 

Par l’échange des coefficients à égale distance des extrêmes, on déduit 

ensuite de C, et de C, les valeurs 
C, = $ (0,0, —a,a,), C, = 4,4, — di. 

Le covariant cherché est ainsi : 

(ao, — 0?) 1i + 2 (aa, — a,a,)2$ a, + (20,0, + dû, — 34%) 2103 
H2(a,a, —a,a,)z,x; + (4,0, — ai) 23. 
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n9 + y 


Pour le second covariant, on a : y = 6, 0 = 3, -== 9; par suite 


2 
le poids du coefficient de xf sera égal à 3, et on pose : 
Co = aÿa, + Aaça,a, + Ba’, 
car il doit être du troisième degré. L'équation différentielle conduit aux 
valeurs A = — 3, B = 2; donc, 


C, = aa, — 3000,4, + 20}. 
On trouve ensuite, 
Cı = ! dC, = À (24,4 a, + Gui, — 9u p0? + aa), 
C, = 4 dC, = 5 (@4,4, — 344,4; + 2414), 
C, = + dC, = į (a34, -- aa). 


Après le calcul de ces coeflicients les autres s’écrivent immédiatement 
en échangeant les coeflicients à égale distance des extrêmes; ce qui 
donne : 

Ci = $ (— 000,9, + 34,44, — 20,45) 
C, = 4 (94,43 — aa, — 2a,a,a, — Gaa,), 


5 


AU. pn î 
Co = 34,454, — ad — 24;, 


après avoir changé les signes. Avec ces valeurs on peut écrire le covariant 
du sixième degré de la quartique. 

Nous verrons plus tard que les expressions que l’on vient de déter- 
miner et qui satisfont aux propriétés démontrées sont réellement des 
covariants. 

220. Tout invariant d'un covariant est un invariant de la forme 
primitive; de même, tout covariant d'un covariant est aussi un covariant 
de la forme. 

Désignons par Co, G1,... les coefficients d’un covariant ọ de f et par 
Cas Ci, … ses coefficients après une transformation linéaire. Les coeffi- 
cients ¢ sont des fonctions de 4g, 4i, 4:, .…, et les coefficients C des fonc- 
tions de Ap, A1, A2, .…. Par définition, on a 


Q (Co, Ci, es Xi, Xa) = r*Ọ (Cos Cas +. Lig Ta), 


et, par conséquent, les coefficients C ne diffèrent des coefficients ¢ que par 
une même puissance du module. Cela étant, représentons par I (co, Ci, ..…) 
un invariant de ọ; à cause de cette propriété des coefficients c, on aura 


I (Co Ci, Cap ce) = TT (Cos Cas Cas +.) 
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Si on remplace maintenant les coefficients C par leurs expressions en 
A5 År, Åe, .…, ainsi que les coefficients c par leurs valeurs en ao, 4, Gs, 
…, il viendra 


I (Ao, Åi, A2, #3 = r? I (to, ai, Ge kaks 


par suite, I est un invariant de f. On démontre de la même manière la 
seconde partie de la proposition. 


Nous avons trouvé pour le covariant du second degré de la cubique 
(aot, — 03) 11 F (a005 — aa.) 7, F (0,0; — ai) T33 
le discriminant de cette fonction, savoir : 
4 (aoa, — a) (a,a, — a3) — (aa; — aa)? 


est l'invariant de la cubique sous une forme différente de celle que nous 
avons déjà rencontrée. 
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CHAPITRE Ill. 


MÉTHODES DIVERSES POUR LA FORMATION DES INVARIANTS ET 
DES COVARIANTS. APPLICATION AUX FORMES BINAIRES. 


K 
MÉTHODE DES INTERMUTANTS. 


221. Si on résoud les équations 
Li = 4X - 02X2, 
x: = BiX; + feXe, 
par rapport à X,, X2, on trouve 


rX: ==: Box — Gal, 


rX: = — fix + aix; 
par suite, 
dx, dX: 
i er » ? D Br, 
dX, dXa 
r=— = — üy r—— = t 
dx; dl 
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D'un autre côté, si on prend les dérivées en regardant x, et v: comme 
fonctions de X, et de X2, il vient 
d d dX, d dX: 
dz, dX dæ, © dX: dæ,” 
d d dX, d dXa 
dx: SAR, dx: + dX: dx: ? 


ais (m) tet ax ie 
siha) Ca) 


c'est-à-dire que, abstraction faite du facteur … les symboles mS , 
1 


ou bien, 


as i ten 4 et KA ar les mêmes formules que 1 bles 
hd indie T, x, p rmules que les variable 


æa et xı. Si, par la transformation, f (xı, 2:) devient F (X:, X2), expres- 
d d 
E, 
1 d d 
RG Ta)" 
et l’on aura la relation 


(x x) 216 N a) 


Donc, étant donnée une forme binaire f (xı, x2), l'expression 


Ke - x) 


qui s'en déduit en remplaçant x; par — et x: par — jouit de la 


= 


sion 


deviendra 


propriété de invariance. 
On donne le nom d’intermutant à ce symbole covariant. Nous allons 
montrer l'usage que l'on fait de cette formule. D'abord on peut s'en 
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servir par rapport à la forme donnée. Si on l’applique à f, les déri- 
vées étant de l’ordre n, on arrivera à un invariant, Par exemple, la 
forme quadratique 
[= asi + 20,2,7, + 4,7; 
donne la formule 
d? d? g> 
re nat Erare a r= 
TER Te 
qui, appliquée à f, c'est-à-dire, en prenant les dérivées sur f, conduit 
à l'expression 
2494 — 4ai + 2aça, = 4 (aça, —a;); 
c’est l'invariant de la forme multiplié par 4. 
La forme cubique 
f= aoti gi 3a,xix, + 30,2, LH + a;x, 
fournit l’intermutant 
d d' ds d5 
dx} sR ' dx?dx, "ras ” Tada? dx} TN" 


En opérant sur f, on trouve 


Go 


6asas — 18a1a2 -+ 18424; — Gas; 


c'est un invariant identiquement nul. 
En général, l’intermutant de l’ordre n 


(a 5 


appliqué à la forme elle-même conduit à un invariant du second degré 
par rapport aux coefficients qui est identiquement nul, si le degré n est 
impair. Lorsque n est pair, on obtient une expression où les termes à 
égale distance des extrêmes sont égaux; en les réunissant pour diviser 
ensuite par 2, cet invariant sera : 


n (n — 1) n (n — 1) (n — 2) 


Qollin — NA An Aeee azln—-2 — TORT sans -H Sse 
n 
: n(n— 1)... (+: 
He = —————— 1. 
2 n 3 
JeDeroe — 
2 
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On néglige le facteur numérique provenant des dérivations. Ainsi, pour 
les formes du quatrième, du sixième et du huitième degré, on aurait : 


aa, — 44,4, + 303, 
aa, — 6a,a, + 15a,a, — 104} 
aa, — 8a,a, -+ 284,4, — 56aça; + 35a. 
Quand on connaît un covariant de f, on le change en intermutant et on 
opère ensuite, soit sur le covariant, soit sur f. On sait que la cubique 
possède le covariant 
(aa, — a?) £i -+ (aa, — a,a,) xx, F (aa; — as) x; 


qui donne l’intermutant 
2 


2 

(aon, — a?) eue, aie) gp Ha a gr 

Appliqué au covariant lui-même, on trouve l'invariant de la cubique 
4 (aa, — a?)(a,a, — a3) — (aoa, — a,a,)’, 

tandis qu’en opérant sur f, il vient 

(asa: — aå) (ax: -+ s2) — (aoas -— aiaz) (aix1 + a282) ++ 

(aas — a3) (ax + aix); 

c'est un covariant identiquement nul. La forme cubique ne possède pas 


de covariant linéaire. 

Les intermutants sont surtout très utiles pour les formes d'un degré 
plus élevé que le quatrième. Après avoir trouvé quelques covariants, on 
les change en intermutants pour opérer sur les formations connues; on 
transforme encore les nouveaux covariants en intermutants, et ainsi de 
suite. 

222. Les intermutants sont aussi très utiles dans la recherche des 
covariants simultanés de deux formes. Soit, par exemple, deux formes 
quadratiques 

[= aot} + 201218: + art}, 


[i= bxi + 2bixix2 + bax}. 
La première fournit lintermutant 
d? d? d° 
Ms ee Dre 
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en l’appliquant à la seconde, on trouve l’invariant simultané 
(asb: — 2a1b1 + a2bo), 
après avoir divisé par 2. 
Pour deux formes de l'ordre n 
f= aat 4 naixia + +, fi = bot -+ nbiatixa + e 
ce serait : 
aobn — naibn—i + ++ + anbo. 
Soit encore le système d’une quadratique et d’une cubique 
[= aox} + 20x18: + 2x, 
fi = box} + 3bix$ æ: + batir + bits. 
L'intermutant fourni par la première 
d’? d? d 
Qo dx — 24: Jada dx: 
appliqué à la cubique donne le covariant linéaire 


do (baxı bite) — 204 (bis + bat) + az (bots + bixa) 
ou 
(aob2 — 24ib: + abo) Li -H (aobs ass 21b: -}- asb:) KED 


Celui-ci fournit l’intermutant 
i d d 
(ab: =! 24b; -L azbo) TE — (abs — 20 bs-ab) r? 


et en opérant sur f, on arrive encore à un covariant linéaire, savoir : 
[boaias + 3bzaoa — b, (aoa: -+ 24%) — hsa?] xı 
-H [boa} — 3biaius - bz (aoa: + 2 a?) — bsaoa] £2. 


Ces exemples suffisent pour mettre en évidence la facilité avec laquelle 
les intermutants conduisent à des covariants simultanés de deux formes. 


S32: 
MÉTHODE DES ÉMANANTS. 


223. Désignons par %4, 2; Yı, y2 deux séries de variables qui se 
transforment par les mêmes formules, savoir : 


Li = Xi + 22X2, Ua Yı + a:Y2, 


x2 = BiX: + B:X:, ya = BY + hY. <$ Fa 
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On dit alors que ces variables sont cogrédientes. On en déduit 

£, + y = a (Xi +- 2Y;) + 0.2 (X: + AY2), 

Lo + dy: == Bi (Xi -l AY) -H Ba (Xe + AY 2); 
ce qui montre que les variables composées x: + Àyi, £2 -+ Ay: se trans- 
forment également par les mêmes formules en regardant X, + ÀY;, 
X: 2 Y: comme les variables nouvelles. Done, si la première substitu- 
tion dans une forme f (xı, x2) donne l'égalité 


i fais £2) = FX, X2), 
on aura aussi 
flai + y, x2 + Age) = F (Xi + 2Y 1, X2 + 2Y), 
quelle que soit la valeur de la constante À. En développant pour égaler 
ensuite les cocfficients des mêmes puissances de À, on obtient les relations 


df df dF dF 


D Ne PES 
PP at ER 
En général, on a 
(a) (vite E= GX +) 
Cette dernière égalité prouve que l'expression 
(E) (a + ya EN 


jouit de la propriété de l’invariance; elle renferme à la fois les variables 
x et y et on doit la considérer comme un covariant à deux séries de 
variables. On l'appelle émanant de l’ordre p de f. 
Considérons l'expression (£) comme une forme d'ordre p relativement 

à Y1, Y2, et soit 

df df 

T EE m) 
un invariant de cette forme. Si on transforme les variables yı, Y2, la 
fonction (B) deviendra, je suppose, 


AY? + pBYR—Y, + + 
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et l’on doit avoir 


df df L ). 


da?” dx? dz: 


(A; B,. J=n T 


Or, à cause de l'égalité (x), les coefficients A, B,-. sont tels, qu’en 
transformant x, et #2, ils deviennent 


dF dF 
dX?’ dX?-dX; 


et, après cette seconde transformation, on aura 


dF dF df df ) 
QU aan 0 Sro laana 
dX? dX}—'dX: ) (2 dx? dx: 


par suite, l'expression du second membre est un covariant de f. Par 
conséquent, tout invariant d'un émanant considéré comme une fonction 
de yı, yz est un covariant de la forme. 

224. Nous allons montrer par quelques applications l’utilité et la 
fécondité de ce principe. Considérons d’abord le second émanant 


2 ? 2 
ni + £) fE Te m S LTE E L +: T 
par rapport à la cubique 
[= aog} + 30x? x: + 30x10} + as}. 
Si on remplace les dérivées par leurs valeurs, il vient : 
y? (ox: + axe) + 2yiye (ait + autre) + y} (a201 + asx2), 


en négligeant un facteur numérique; cette expression est une forme qua 
dratique en yı, yə qui admet comme invariant son discriminant, savoir : 


(a£: -- &ix2) (as -+ as) aie (aix: -+ aax)? 
ou 
(ava: — a?) x? + (aoas — aia) £12 + (asas — a$) £$- 


Cette fonction des coefficients et des variables de f jouissant de la 
propriété de l’invariance est un covariant de la cubique. 
Appliquons le même émanant à la quartique 


[= ai + 4aixix: + baxin + qast aix ; 
on trouve, en divisant par 12, 
(aox} + 20x22 -+ ax?) y? + 2 (axé + 2 astix2 + asx?) yiya 
+ (ax? + 2 asxixe + aaxi) y3. 
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Le discriminant de cette forme, c'est-à-dire, 


(ax? H2airir:Haixr)(arxt 2 amie + ass) — (aix H2aixir: +asxs), 
ou bien 

(aa, — at) x} + 2 (aoa; — a,a,) mix, F (aa, + 24,4, — 303) X113 

+ 2(a,a, — aa.) 2,03 + (aa, — ai) x, 
est un covariant du quatrième degré de la quartique. 

On pourrait continuer à opérer avec le même émanant sur les formes 
d'ordre plus élevé et l’on trouverait chaque fois des covariants de ces 
formes. 

Considérons encore le quatrième émanant 


nn) 
( da, T) 


ou 


d'f d'f 


d d'f ai 
Yi Tei ani pe FOI Tordai + HUE da daz T "da; 


pour l'appliquer à la quintique 
f= aax + sa,xix, 4 roa,x$x + 100,2123 + 5ax,xs + ax ; 


il viendra 
Yi (ax, + ax) + 4yiya (airs + ax) + 6yiys (ax, + ax) 
+ 4Y? (ax, F ax) + ya (ax, + ax). 
C'est une quartique relativement à y, ety,; or, la forme f= axti + + 
possède l’invariant 
dos — 44145 + 303; 
si on remplace les coefficients par ceux de l'expression précédente, on 
trouve 
(aox -H aiza) (ait: as) —4 (ait: arte) (ati + aat) 3 (028: +0522)? 
ou 
(aa, — 40,85 + 34%) £i -H (aa, — 30,0, + 20,45) £4 Tg 
+ (aa, — 40,4, + 305) £3. 
C’est un covariant du second degré par rapport aux coefficients et aux 
variables de la quintique. On en déduit immédiatement un invariant du 
quatrième degré de la même forme, en formant le discriminant de ce 
covariant ; ce qui donne 


I= 4 (aoû, — 40,4,- 303) (0,05 — 40,0, +305) — (000; — 30,0, +-2a,a,) 
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c’est-à-dire, 

I = —açai + roa,a,a,a, — ja,a,a;a, — 16a,a ,a? + 120020, — 16a?u,a, 
— gaa; + 12 a,aĝa; + 76a,a,a,a, — 484,03 — 48ua, + 32aui. 
Appliquons encore le même émanant à la sextique 

6 Sn 2 P GE. PAREN ET 5 6. 
[= uxi +6a,xir, +isaxixitoaxixi+ise,xias ast t + ax; 
on trouve 
4 e 2 5 x? 2 
yi (asi F 2a,@,x, + ew?) + 4Y iY (0,21 + 20,8, + 0313) 
2,,2 2 2 3 P 2 

+ 6yiys (aati -H 2a;8, 2 + a,x?) + 49, y; (at, H24, HaT 

4 2 2 
+ Y, (axi + 24,%,%, & a ts). 
On en déduit, comme tout-à-l’heure, le covariant du quatrième 
degré de la sextique 
2 r 2 2 „2 
(ax SF 24,X,%, T as) (axi H 24,2,7, T Agte 
2 2 2 ? 
— 4 (ai + 24t, T, + aT) (ayti + 20,2, 2, + ats) 
2 p? 
SF, 3 (a21 + 24,247, + 4,25), 
ou bien 
2 i 5 
(aa, — 40,0; + 303) x; + 2 (apa, — 30,8,- 2u,a,) T32, 
2\ p?p? 3 
F (oas — 90,4, F 885) 2183 + 2 (a,a, — 30,45 + 20,0) 2,2} 
2 4 
aug (aa — 40a; T 34;)x;. 

L'invariant du second degré par rapport aux coefficients de ce cova- 
riant fournit aussi l’invariant du quatrième degré de la sextique; sa 
valeur est : 

= 2 2 - ZE PTR, | 242 
1 = 4 o0 lg — A0005 — GUA + 2000y — Agai — a? aa + a fai 

F 24 ,a,a,a, — 24,a,4,1, + 24,030, — 2a,a,a? — aÿa, + 2030,0 

2,2 ? 
— aiai — 30,434, + ai. 

225. Les applications précédentes consistent à remplacer dans les 
invariants 

2 2 
ala — 4}, Gol, — 44,0; + 34? 


les lettres par les coefficients différentiels; ce qui donne 


df df d'f y 


dx? da? (da dr, 
d'f ef Taf d'f d'f N° 
dx! dz} dæÿdr, ; dz,dri wa Ees 


La première expression constitue une formule covariante pour toutes 
les formes à partir du troisième degré, et la seconde pour toutes les 


www.rcin.org.pl 


— 458 — 


formes à partir du cinquième degré. En général, d’après la nature de 
l'émanant, tout invariant d’une forme conduit de la même manière à 
une formule covariante pour les formes d'ordre plus élevé. 

Supposons que le degré n de f soit impair, et posons : p = n — å. 
L'émanant 


d n=l 

T- T h JS f: 
doit être considéré comme une forme binaire d'ordre pair par rapport 
à yı, y2 qui admet toujours un invariant du second degré; les coefficients 

Hdi EP dr~! LEE 

de! | darda, 
étant des fonctions du premier ordre en x, et x, le covariant correspon- 
dant est du second degré. Donc, toute forme binaire d'ordre impair 


possède un covariant du second degré par rapport aux coefficients et aux 
variables. 


» etc, 


Posons encore : p= n — 3; chaque terme de l'invariant renfermera 
les dérivées de l'ordre n — 3 qui représentent des fonctions du troisième 
degré en x, et xz ; l'émanant conduit, dans ce cas, à un covariant qui est 
toujours du second degré par rapport aux coefficients, mais du sixième 
degré relativement aux variables, c’est-à-dire, du degré 2n — 2p. Ainsi, 
en général, une forme binaire d'ordre impair admet une série de cova- 
riants du second ordre par rapport aua coefficients et du degré 2n — 2p 
par rapport aux variables, p étant le degré de l’émanant. 

Tous les covariants ainsi obtenus constituent des formes d'ordre pair ; 
ils possèdent un invariant du second degré par rapport à leurs coefficients 
et, par conséquent, du quatrième degré relativement à ceux de la forme 
primitive. Ceux-ci donneront lieu à des formules qui seront la source de 
covariants du quatrième degré par rapport aux coefficients. On peut faire 
un usage analogue de ces derniers, etc. 

226. Le rôle de émanant que nous venons d’étudier dans les formes 
binaires est le même pour une forme à un nombre quelconque de 
variables. Soit f(xixe,,æ) une forme à k variables et 


+ + tXo ce ox Xe, 
Roi Fus 


Li = x 4 ve AX. pe _ Xe, 
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les formules de transformation linéaire. Si y1,y2, +++, yx représentent une 
seconde série de variables qui se transforment par les mêmes formules, 
il en sera encore ainsi pour la suite 


Tı + y, T2 + ìya ... ax + À Yr, 
et l’on doit avoir l'égalité 
fai +2 Yis x: À y, ..) = F (X: -+ À Ei X: -} À Yz), 


d’où résulte la formule générale 
d d 
(nitrit ETES] f 
or A: 1 p 
=(v at mt H) F; 


elle exprime que la fonction du premier membre jouit de la propriété 
de l'invariance. Tout invariant de cette expression considérée comme 
une forme d'ordre p relativement aux variables y sera un covariant de 
la forme primitive. Le raisonnement est identiquement le même que 
pour les formes binaires. 

Soit, par exemple, le second émanant 


1 Tr, 5 na mtr E) f 


pour une forme à trois variables. En le RL il vient : 


= df 3 
na i Tiy * pi 


LT 
+: 292 Ys dxd; 4 


Hans + 


T 
c'est une forme quadratique relativement à y1, Y2, Ys; elle admet, comme 
invariant, son discriminant, c’est-à-dire, 
Lf df df 
dx” :, da dx, deds, 
df f ef 
dx,dx, dxi  dr,dx, 
ef fe d'f 


deds, dx,dx, dx? 
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Ce déterminant sera une formule covariante pour toutes les formes 
ternaires d'ordre plus élevé que le second ; on l'appelle Hessien de f. 

Un déterminant semblable existe évidemment pour la forme générale à k 
variables, 

En second lieu, étant données trois formes ternaires f, Q, Y, écrivons 
les premiers émanants relativement à chacune d’elles : 


d d d 
Va td 


dx: + A 


yı Apn PE Le 7 w; 


ils forment un système de trois fonctions linéaires homogènes relative- 


ment à yı, Y2, ys ; leur déterminant est un invariant simultané de ces 
formes; done l'expression 


do 
ne + 


| df df df] 
dm dx dr; 
de do dọ 
du du: drs 
dy dy dy 
dx, dx, dx; 


qui renferme les coefficients de f, œ et y ainsi que les variables sera un 
covariant simultané de ces formes. On l'appelle Jacobien ou déterminant 
fonctionnel de f, ọ, Y. Nous aurons l'occasion plus loin d'étudier les 
deux formules précédentes qui constituent à elles seules une méthode 
facile pour la recherche des invariants et des covariants. 


§ 5. 
MÉTHODE DES ÉVECTANTS. 


22%. Si l'on représente par x et £2, yı et yz deux séries de variables 
cogrédientes, les formules 


xı = 4Xı -L c2X2, Yı = aY. -$ &:Y2, 
Ta = BiXi + B:X2, Ya = BiYi +- B2Y2, 
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donnent la relation 
Lay — day = r (X,Y: — XaYi); 
par suite, lorsque f (xı, x2) devient, par la transformation, F (X:, X2), 
l'expression 


f (21, 1) + À (age — way1)" 
se changera en 
F (Xi, X2) + år" (XY — X2Yi)", 
et quel que soit À, on aura l'égalité 
f (21, £2) 4 À (aiya — x241)" = F (X1, Xa) + 2r” (XY: — XY)". 


Si on développe les deux membres, on trouve 


(aypana yy ae OO (as gap 
= (Ao + àr”Y»)X” -+ n (Ai — jpaia-ry à) X} X +. 
Cela étant, désignons par Ọ (@o, a1, a2, ...) un invariant de f. On aura 
Q (Ao, Ai, .…) = r*p (Go, Gis .….). 


En prenant l’invariant ọ pour la fonction du premier membre de 
l'équation précédente, il vient aussi 


P (Ao + Ar Ye, A, — Ar Yi, ...) = rto (o + Ag, ai — dy ya), 
et cette relation doit avoir lieu quel que soit À; développons les deux 


membres et égalons les coefficients de la première puissance de 2. 
On aura 


de de „„ dọ 
n n— 7 y? ES a PEL 
w S Va M, "HI 
— n— 44 : dp n de 
bye mE vi PIFI Ta, "EN 

Si on divise par 7”, on voit que, par ir à la formule 

do do dọ 

a AT Tania Te 


jouit de la propriété de invariance. En Te les coefficients de }?, on 
arriverait à la même conclusion pour l'expression 


d 
n= ESP TES © 
(x = a +y? NT tng) 
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Il en résulte, qu'en remplaçant y, et y: par xı et xz, on obtient la 
formule covariante 
d d d d N’ 
n— mg H ana g? a — ioll Em — 
(3 das EL da, di de da, 3 $) t 


ou bien, en écrivant suivant les puissances décroissantes de x:, 


d d d 
—— N—2 y? 
7 id he danz 5% a) 4 
Cette expression se nomme évectant de l’ordre p de la forme f; elle 


donne immédiatement un covariant au moyen d’un invariant ọ de f. 
Comme application, soit d’abord la forme quadratique 


f= aTi F 24,712, +a 


qui possède l'invariant 


Ọ = lol, — A}. 
Le premier évectant 
ws T- nng a 
conduit à 
ax? + 2a,x,x, + 023; 

c’est la forme elle-même. 

En second lieu, prenons l’invariant de la cubique 

ọ = ała} + 4açai + 4030, — 30103 — Gaça,a,a; ; 

l'évectant 
CH einget, T =p T 


donne le covariant du troisième degré de cette forme : 
(aĝa; — 3aça,a, + 204) 2] + 3 (00,0, — 20043 + 0103) 21T, 
2 2 3 
-+ 3 (2afa, — aan, — 0,03) x X3 +-(3a,a,a, — açai — 203) £3. 
En troisième lieu, on sait que la quartique admet les invariants 


aoa, — haias + 5a3 
Aol, — Qoa; — 4} + 2aiais — 0$. 


L'évectant 


dg dọ dy dọ , d? 
x} > PNR Lo a, el das das Tue 
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appliqué au premier ne fait que reproduire la forme elle-même; mais, 
si on opère sur le second, on arrive au covariant du quatrième degré de 
la quartique que nous avons rencontré précédemment (N° 224). 

En quatrième lieu, au moyen de l’invariant du quatrième degré de la 
quintique (N° 224), l'évectant 


d .d d 
T de ro a 


conduit au covariant du cinquième degré de la quintique : 


(aĉas — 5aoaia, + 2400245 -+ Baas — Gaia) £} + (500a 105 — 164044; 
—+-6a0a5— oata; + 38410145 — 2403) £i X2- (2400105 — 124045, +-8a?as 
— 38aiaa, -7201045 — 320345) airs -+ (— 2004505 -— Saot; — 1200245 
-+ 36a,asa, + 72020, — 3202:03) Lix} + (— 50o0:0s + 16014585 +- gaia} 
—6aas — 380:4 s0, 4:2404) v10} -H (— a00} + 5014145 — 2414505 — 8ta? 


+ 6aïa;)xi. 
En cinquième lieu, l’évectant 
dọ dọ dọ dọ p dọ dọ 
| Ane 4 5 Di A a T, Pah __ mp8 rl E + OLA D paa eA S 
®i Ta rate ré da M Ta ? da 


appliqué à l’invariant du quatrième degré de la sextique (N° 224) donne 
le covariant du sixième degré de cette forme, savoir : 


(aoa2a, + 201205 — 4$ — 4$ ts — 4o03) £f -+ (— 20}as 24420, + 20103 
— 24545 + 240454; + 2404305) tits + (2434, — 2014245 — 34:43 + 0h26 
+ 2404343 — 304? + 44i4s@; — a} te) wiar -i (— 445 =- 4di4545 + lols ta 
— 2lotils — 2443 — 2040} — 24i 246 20 4506) 1i} (2024? — 2410105 
— 3430, + lolis + 2414506 — 30306- 40:4545 — aoa?) x? + (— 200? 
F 2024445 F 2430s — 20} 03 — 240506 2014405) Tir} + (42046 + 243 alts 
— ai — dû — azte) x$. 
>» 
§ 4. 
Mérnone pu HESSIEN ET DU JACOBIEN. 


228. Etant donnée une forme fà k variables, le second émanant 


d d d \? 
(mtrt t) f 


considéré comme une forme quadratique relativement aux variables y 
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possède un invariant qui est son diseriminant; en le désignant par H, 


ona: 
je e a df 
~ | dx? dæidxs dxidxs 7 dada 
Ëf ëf æf df 
dxd dæ: dæ:dx; dxsdrs 
df df df df 
dxıdx, dædxz daids ` dæ 


Ce déterminant est le covariant Hessien de la forme donnée; si n est 
le degré de f, celui de H sera k(n — 2); son degré par rapport aux 


coefficients est égal à l’ordre du déterminant. Le covariant Hessien est 
facile à obtenir; c’est toujours un des premiers à considérer dans l'étude 
d’une forme. 
Pour une forme quadratique 
=k p= 


k 
[=E E myxite, 


l= p= 
les dérivées secondes se réduisent aux différents coefficients de la forme 
en négligeant un facteur numérique, et lon a 


H = Qi a2 6 Aik 
Q21 22 Ak 


Aki @k2 ... Akk 
Le Hessien est donc égal au discriminant. 
Considérons seulement le Hessien pour les formes binaires. Soit 
d'abord la cubique 
=. 5 2, i 2 
(= ao PE 34T Ta aF 34,%,%, af azri. 
En laissant le facteur 6, on aura 
H == doi + aiT: aix: + aTa $ 
Uti + Are ax; + as%2 


ou 


H = (aux + a122) (axı + ass) — (ait: + a:x2)*, 
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c’est-à-dire, 
H = (aa: — af) £i + (ads — dits) 1x3 + (a1as — a$) x? ; 


c’est le covariant du second degré de cette forme. Appelons H le Hessien 
de H; on aura 


H’ = 4 (ot: — ai) (ias — à) — (Gots — tit)’, 
c'est-à-dire l’invariant de la cubique. 
Pour la quartique 
[=ar + quixir, + ayie H 4a t art, 
il vient 
H= | axi H 204112: -4 tax} aix? — 202818 -+ asx; 
ati + 20812 — asri aat? — 2052172 + aux! 
= (aoxi + 20X182 + a283) (Q223 -+ 2a5%1%2 -A asw) 
— (aixi + 20:81% + asx7)’; 
en développant, on trouve 
(totz — ai) + 2 (tots — G 1aa)ti T2 F (tot, + 2015 — 342) xx} 
+ 2 (ti, — tts) xix} + (aa, — a) x$. 
Pour la forme canonique 
f= 2; + +6 Àxix;, 
il se réduit à 
H= | si tàs? 21%, |, 
2%: aix 
ou 
H = À (x +) + (1 — 3 À?) mx, 
En posant : 


+) 
+ É 
A 


, 


on peut prendre 
H = z| + r$- 6 wie. 
Si Pon calcule le Hessien H’ de H, on arrivera à une expression de la 
même forme : 
H = ri + 23 -4 6 larie; 
51 
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de sorte qu’en éliminant x! -+ x}, xix} entre les expressions de ces trois 
fonctions, il vient : 


f 1 À | =0o. 
H I nn 
H 1: Às 


Cette relation prouve que le Hessien du yii prie quartique peut 
s'exprimer au moyen de f et de H comme suit : H’ = x [+ FH, aet 
étant des constantes. 

Nous aurons l’occasion de considérer le Hessien dans les formes 
binaires d'ordre plus élevé; nous allons maintenant démontrer une 
propriété générale de ce covariant. 

229, Supposons que la forme binaire f se réduise à une puissance 
exacte : 


f= (biz + baie)". 
Il vient, dans ce cas, pour les dérivées 


df b? b b 2, df 2 2 
Pr on. (n — 1) bi (bixi + bas) da EN 1) bF (bixi + bexa)" 


zi ma bb b b n—2 + 
LR ee 1) bib (bixi -+ b22)"; 


par suite 
H = n? (n — 1} (bix: + bzx:)™"—* | bi biba | 
biba b? 


Le déterminant facteur étant égal à zéro, le Hessien est identiquement nul. 

Réciproquement, quand le Hessien d'une forme est identiquement nul, 
elle doit être une puissance par faite. Nous allons le vérifier dans quelques 
cas particuliers. D’après la valeur trouvée, si le Hessien d’une cubique est 
identiquement nul, on doit avoir les relations 


Aa, — 0 =O, Uol, — 4,4, —=0, 4,4; — 4; —=0. 


Or, les dérivées étant 


l d i ; 
H= 3(a,xi + 24,2,x, +0,23) M = 3 (0,2, + 20,x,7, + ari) 


la première et la troisième relation expriment que ces dérivées se rédui- 
sent à un carré; ce qui exige que la forme primitive soit un cube, 
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De même, si le Hessien de la quartique est identiquement nul, on a 


Gol, — 0i = 0, lgt; —4,4,—=0, Ayl, $ 20,4, — 34 = 0, 
G, — 4,4, =O, 4,4, — 0} =Ò. 
Ces relations expriment que les dérivées 
df t a 2 5 
de, — tla, at + 34,7% 122 -|- 30,20,23 + ax), 
df 72 A 
dx, — 4 (azi + 3aaix, + 3a,x,x5 + a, x), 


se réduisent à des cubes; par conséquent, la quartique doit être une 
quatrième puissance. En allant ainsi de proche en proche, on vérifie 
l'exactitude de la proposition énoncée, 

230. Covariant Jacobien. Nous avons vu (N° 225) que le Jacobien 
de plusieurs formes est le déterminant formé avec leurs dérivées pre- 
mières par rapport à toutes les variables. Soient f et ọ deux formes 
binaires de l’ordre n et J leur Jacobien. On aura 


I=| df de |. 


dx, dx, 
af- de 
dx 2 dx a 


Le déterminant J est un covariant simultané de f et de ọ dont le degré 
est 2 (n — 1). Il jouit de la propriété spéciale de se reproduire, si on 
remplace f et ọ par des expressions linéaires de ces formes. En effet, 
cherchons le Jacobien des fonctions composées 


Aft ep Xf+ue, 
À, p, À’, u’ étant des constantes quelconques. Il a pour expression 


|. df dọ df, ,de |, 
Age Tegs Var T o 


Aim dr: Fe ts Fa 
c’est-à-dire, 
À p df dọ 
x H |% dx, 
df do 
| dx: dx: | 
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Le Jacobien reste donc invariable dans ces conditions, abstraction faite 
d'un facteur qui dépend seulement des constantes des fonctions compo- 
sées. On donne le nom de combinant à un covariant qui jouit de cette 
propriété. 

Supposons que les formes f et ọ aient un facteur linéaire commun de 
telle sorte que leur résultant R soit égal à zéro. D’après une propriété 
des déterminants, on peut écrire 


J= | df diia R mlga daf df I TE-S. 


Le dx: xı * dx: dx Zi dx: 
de dọ do dy dọ dọ 
de des Fe, an das "? Tm 
par suite, 
lo l 
(a) xı J =n (re f p) 


En opérant de la mème manière sur la seconde colonne, on trouve aussi 


© nI=n (okr) 


dæ, 


Il résulte de ces expressions que le Jacobien s’annule en même temps 
que f et ọ. Si l’on prend la dérivée de (x) par rapport à xx et celle de (8) 
par rapport à x4, il vient encore 


p do df 
(ravi) 

dJ df T a: 

a y (aa San pr ; 
les premières dérivées de J s'annulent encore avec f et ọ; le facteur 
linéaire commun à ces fonctions doit se trouver au carré dans J. On a 
done cette proposition : lorsque les formes f et ọ ont un facteur com- 
mun, le Jacobien renferme ce facteur au carré. Le discriminant de J doit 
done s’annuler en même temps que le résultant R de f et de ọ. 

Remarquons encore que l’on a : 


df de | daf pi dọ 
ds, ds, | dz, e dx, |’ 
df dọ | af 8.4 do 

| das dx | dx i dx: 
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et si la fonction composée f— kọ renferme un facteur linéaire à une 
puissance k, le Jacobien doit renfermer le même facteur à la puissance 
k— 1; car la première colonne contient les dérivées de f -} kọ dans 
lesquelles le facteur entre à cette puissance. 

231. Le déterminant fonctionnel ou le Jacobien est extrêmement 
utile, lorsqu'on veut dresser la liste des formations invariantes d’une 
fonction homogène donnée. Après avoir déterminé par d’autres méthodes 
quelques covariants, on les combine entre cux ou avec la forme ellc- 
même pour former des Jacobiens; on arrive de cette manière, par une 
règle commode et facile, à d’autres covariants, Ainsi pour la cubique, 
après avoir calculé le Hessien 

H = (aa, — a$) 21 -H (at, — 0,03) 2,2, + (a,a; — a;)x;, 
on cherche le Jacobien de fet de H qui est, à un facteur numérique près, 
Goti + 24,22, us at; ax! —2a,x,x, + a,x2 
2 (aga, —a;)x, F (000; —a,a,)x; (aa, — 0,0) Lı +2 (0,0; — 03) T, 
et lon trouve le covariant du troisième degré de la cubique dont nous 
avons déjà donné la valeur précédemment. 

De même,pour la quartique qui possède le covariant du quatrième degré 
H = (aa, — 04) 2$ + 2 (aa, — a,a,) mix, + (aa, +- 24,4; —34;)xi#; 

+ 2(a,a, — 8,0 ,) £23 + (a,a, — ai) x$, 
le Jacobien de f et de H : 
df dä df dH 


dur dx dx: dx 


fournira le covariant du sixième degré de cette forme. 

Le Jacobien est surtout indispensable dans l'étude d’un système de 
formes. Il donne immédiatement des covariants du système comme nous 
allons le montrer par quelques exemples. Pour deux quadratiques 


= AoT] + 2041X182 — aix, 
@ = bizi + 2b ix: + bitë, 
le Jacobien fournit le covariant simultané 
aoli dits ME, + aita 
box, + bixa bixi + baez 


= (ab, — aibo) xf + (aob — azb) site + (aib: — a2b1) x3. 
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Pour le système d’une cubique et d'une quadratique : 
f = axi + 30x: -4 30t + ast}, 
= bori + 2bixix: + box, 
le Jacobien a pour valeur 
(anx? za ii aixi) (bixi b282) — (axi + 20:0182- asw?) (box bits) 
= (aobi — aibo) £i + (aob: + abı — 242bo) 1{£2 
+ (2aib2 — azabı — asbo) vixi + (azb2 — asb) x}. 
Il est inutile de multiplier les exemples. Les applications qui vont 


suivre mettront suffisamment en lumière le rôle important du Jacobien 
dans la théorie des formes. 


§ 5. 


APPLICATION AUX FORMES BINAIRES. 


232. Nous nous proposons d’appliquer les méthodes précédentes aux 
formes binaires des six premiers degrés pour arriver à leurs invariants et 
covariants indépendants; tous les autres que l’on pourrait encore obtenir 
par un procédé quelconque s'expriment rationnellement au moyen des 
premiers. Nous désignerons par C}, „ un covariant du degré À par rapport 
aux variables et du degré # par rapport aux coefficients. De même Ig 
sera un invariant du degré p. 

a) Forme quadratique : 


f = aox} + 2aixix2 + aagi. 


Elle ma pas de covariant; le seul invariant qu'elle possède est son 
Hessien ou son discriminant : 


la = aoû — ai. 
b) Forme cubique : 
f= axt + 3aixŸas + 3aaxix + asz. 
Elle admet deux covariants, l’un du second et l’autre du troisième degré 
relativement aux variables. Le premier est son Hessien : 
Css = (4,4; “ar ai)xi + (aa; FE a,a,)x x, + (a,a; ji: CHEFS 
Le second est le Jacobien de f et de C:,2; sa valeur est : 


Ci: = (aa, — 30,44, + 2ai)xi + 3(a,4,4; — 24,4; + aia,)xiæ, 
+ 3(2a}a, — 4,4,0; — 0,03) 2,23 F (30,034; — aa; — 203) T3. 
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Son invariant est le discriminant de C:,2, c’est-à-dire, 

1, = 4 (4,0, — 44) (a,a, — a;) —(a,a, — a,a,) 
= did; + 44,4} + 4aia, — 30103 — 64,a,4,a,. 

c) Forme quartique : 

f= ati + 4a2ix, + 6a,xir, + 4a,2,x + aix. 

Le Hessien est un covariant du quatrième degré savoir : 

Ci 2 = (4,4, — aï)xt La(a,a, —a,a,)xix, + (aa, + 2a,a, — 3aï)xix, 
+ 2(a,a, — 4,a,)x,x; + (4,8, — CHE 

Ensuite le Jacobien de f et de C, 2 fournit l’invariant du sixième degré : 

Ce s = (a30, — 3a,a,a,—+2aÿ)x$ (aa, + 2a,a,a, — 90,03- Gaia,)xix, 
A s(asa,a, — 3400545 + 24j4,)tiæ; a 10(aja, — a,ai)xiæ; 
+5(—a,4,a,+-3a,8,0,—20,a;)2ixi+- (90,45 —aia,—2a,a,a,—Ga;a, xx} 
+ (34,4,a, — 4,0; — 203) £3. 

La quartique possède deux invariants fondamentaux, l’un du second et 
l’autre du troisième degré. Le premier s'obtient en transformant f en 
intermutant et en opérant sur la forme elle-même; le second résulte de 
l'application du même intermutant sur C; 2 ou le Hessien. Ce sont : 

I, = 4,4, — 44,4; + 303, 
1, = 4,4,4, — 40i — 044, + 2410,0; — G}. 

Le discriminant est aussi un invariant, mais il n’est pas indépendant ; 
on sait que 

ð= l} — 27l. 

d) Forme quintique : 

f= ami + 50, xis, + roawr + 100,225 + 50,88, + ayt. 

Formons d’abord le Hessien qui sera un covariant du sixième degré 
relativement aux variables : 

(1) Cepo = (aoa: — af) 1f + 3 (00; — t10) rite + 3 (Got: -414s — 245) ixi 
+ (toas + 7aias — Basas) six? + 3 (tias asus — 245) £123 
— 3 (azas — ass) 11X3 + (asas — ai)x£. 


Soit le quatrième émanant 


(nit na) 
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C'est une fonction du quatrième degré en y,, y2, ayant pour coefficients 
les dérivées quatrièmes ; elle admet un invariant du second degré qui 
fournira un covariant du second degré par rapport aux coefficients et 
aux variables ; son invariant du troisième degré donnera aussi un cova- 
riant du troisième degré relativement aux coefficients et aux variables. 
Ce sont : 


(2) Case = (Qot, — 40,85 Æ 343) £} + (Goas — 3010, + 24:45) time 
+ (@i@s — 4424, + 3a5)x5 ; 

(3) Css = (dos; — t00 — aa; 2010205 — 43) E} + (ao4205 — tolsts — t; ay 
+ ideas + aia; — 434s) XiX- (Golsas — Mot; — 40:05 + Gas: 
Haia, — a245) rire -H (aiasas — 0,0} — 43ts + 242454, — ai) x}. 
Une forme cubique possède un covariant du troisième degré relative- 


ment aux variables et aux coefficients; formons ce covariant pour Cs,s; il 
sera du 9° degré par rapport aux coefficients de la quintique. On trouve 


(4) Cs, o= (9a a200; -2101045054 7806050305 +-48açaias + 94424 
— 1624341 4,0} + 990341020305 + + ) ri- ee 

Nous ne voulons pas écrire tout le coefficient de x? à cause de sa 
longueur ; il renferme à lui seul 93 termes. 

Avec les formations précédentes, on peut trouver les covariants des 
différents ordres per rapport aux variables. Cherchons, en premier lieu, 
les covariants linéaires. Si on transforme C:: en intermutant pour 
opérer sur Css, on trouve le covariant linéaire C;:; en l'appliquant 
à Cs», il en résultera le covariant C: 11. Changeons Cis et Ci: en 
intermutants pour opérer sur Cz; on trouvera encore deux covariants 
linéaires Cir, Ci,15. On a : 


(5) Css (aÿaiai — 2afasuias + a00} — 40705 — 44041420405 + Sao 45 as 
— 2 @ 4} — 2004354505 + 1440454 $ + 2204042454, -4 9t $ +- Gaia sas 
— 124} 4z45d5 — 1 5010:03 +- 10430430, + Gaiaias + 304 434544 — 2004:04} 
— 15040, + 108304) æ, + + 

(6) Ci = (40:043 — 4aÿasasai + 3ajaias + se) a He o 
(7) Cu =(— ajata; + ajaiaiai + yama ai + + «)&i He. 


(8) Ci ıs = (— 203030 ai + 2aÿasaia; + oa taa ça; + +) &, ++. 
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Le second terme de C, s se déduit du premier par la loi de symétrie, 
Le coefficient de x, dans C, > renferme 49 termes, dans C; 11, 177 et dans 
Ciis, 306. 

Passons aux covariants du second’ ordre relativement aux variables, 
Nous avons déjà C22; on en trouve un autre en formant le Hessien de 
Css; c'est : 


(9) Cas = (— aiaiai — 2a$a2ai + saiasasaias — 3443s — Soda sis 


— lol}lsls 4- 7dodi 424 Sas — 3M AA] + 3At A — lotita; + Gaara 

— Sois — Motta, —Saodiaias À 344245 A- 2404424 + 547 Ar A5 

— Saidiasas + 3a1a}as + 7aiasa$a, + 504l, — 3ajasi — 40103043 
— 34304, — 40:1030} + 20404} + 244505 — ajag — aias) xi He 


Le Jacobien de ce dernier et de Cz, sera aussi un covariant du second 
ordre, savoir : 


(10) C, = (— azas + 6aÿa aa a3 — gaia ait, Heei + 
Le coefficient de xf renferme 65 termes. 
Nous avons déjà deux covariants du troisième degré relativement aux 


variables; ce sont : Cs s et Cso; on en trouve un troisième, en calculant 
le Jacobien de C:: et de Cs,s; c'est : 


nn 2h? 2 2 2 
(11) Cs s = (abt, 0 0, — 303030, + 20A A — AtA a, + 144,4,4,4,a, 


2 2 5 2 5 3 
— 114,4,4,4; — 00 0—9 F 144,4,4,4,— 64,a,a5 — Baïa,a, 


+ gaÿa -+ Gañaïa, — 16410,4 ,4, H841 043 -+ 34,030, — 24,0303) 0p elte 
Afin d'obtenir un covariant du quatrième degré, transformons Cz, en 
intermutant pour l’appliquer au Hessien Ce 2; on trouve ainsi 


(12) Cs a —(aia;a, — 34,0 0,0 y — 50,410, , +- 1oa,aïa, — 44,04,40? 
+ 2aža, — saïa,a, + 14020} — 164,030, + 603) x 4 +e 
Le Jacobien de ce dernier avec C: 2 sera également un covariant du 
quatrième ordre; sa valeur est : 


(13) Cse = (— aiasai FH aiaia, + 3000,0 + 2050,40 a, — 5050,0 
— 8a 03a ly -H 20 ttia + 820ga a; — Gazaa, — 2a,aÿai 
— 24 ,4$ 0,0, 0y — 6a,aiaia, + 130,014,0} + 2oa,a,aa,a, — 44,0 020? 
— 524,4,4,454, — 244) 4} — 94,4}, — 204,030,0, — 104,44} 
+ 6aja a, — 12414,0 ;0;, — 15040,0; — 10040304, —6a?a3a, + 300020,0, 
— 20410,0} — 154,424, + 100,0303) Ti Heee 
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On arrive à un covariant du 5° ordre en formant le Jacobien de C: 2 
avec la quintique. C’est : 


(14) Css m (aa, — 544,4, sa 24,4,4; + 8a,a, ou 6a,a;) si T ni 


De même, le Jacobien de la quintique et de Cs, fournit un covariant 
du cinquième ordre. On a 


(15) Cp, = (00,0 ,0} — 2aÿa,aia, + 20020 a, — aÿa,ai — aaia,a; 
+ 2aaaa, — zaèa aa? — Gala a,a,a,a, + 1300, 0,0} — Baça,aia; 
-+ 2aża,aża? + 16aža3a a, — 2aialaia, — 3803030,0? + 34ai0,a20, 
— gdiai + 5a,aÿa,ai + 204,074,0 ly — 124,4ÿai — 244,4 ;4;a,4% 
-+ 524,030,020, + 7asataasa? — 220,0?030, — 524,4 aasas 
+ 344,4 aa? + Sa,a alaia, — aa 0,0! + 18a,aïa, — 250,0305 
-+ 104,435 — 2a%ai + 1oata,a, a, — 28aaia, — 3004 i0 0} + 32030305 
— 35aÿaèa? — soua,aa, + 3oaÿai — 12a}aja, + 7ouiaja;a, 

— goata}ai — 150,030, + 100,810?) 2} + 


On obtient un covariant du sixième ordre comme le Hessien par le 
Jacobien de C2, et de Ce,2; c’est : 


2 2 2 : s-a 2 
(16) Ce, = (aĉa a, — 030 0, — a ,0}0 y — 24,4, 0,0, H 4003 — 4,454; 


+ 3414, — 6010,0; + 30,03) 2i +: 
Il existe aussi un covariant du septième ordre; c’est le Jacobien de 
Cı et de la quintique ; sa valeur est : 


2,2 2 2,5 2 2 
(17) Crs—(aiaa, — saa,a;a, + 3003 — 4aaÿa,a, + 54,aia,a, 
2 ? 5 4 5 342 2,2 
S 504,0, — 74t 0,4; +445; + 24,4; — 54 At, — 24,4; + Sajasas 
4 7 
— 30,04) 2 + +. 

Enfin, il existe encore un covariant du 9° ordre; c’est le Jacobien de 

la quintique et du Hessien Cs,2. On a 


(18) Co s = (aid, — 344,4, + 245) xi EEE 


Nous n’avons écrit généralement que le coeflicient du premier 
terme d'un covariant; on sait que tous les autres peuvent s’en 
déduire. 

Il reste à faire connaître les invariants fondamentaux de la quintique. 
Il y en a quatre des degrés 4, 8, 12, 18 dont les poids ($ #9) sont respec- 
tivement 10, 20, 30, 45. 
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Le premier I, est l’invariant de la forme quadratique C::; sa va- 
leur est : 


1, = — aa} —- 100,0 a,l, — 44,4,a,a, — 164,4,4% + 124,454, 
2 2 5 5 
— 16aa,a, — gaia? + 124,430, + 764,04,40, — 484,03 — 48036, 
+ 32a}ui. 
Le second I, se déduit du covariant C, „ en prenant son invariant du 
second degré. On a : 


re |. 5 ? 2,2 PH 2 5 5 Z 345 2h? 3 
ly = 04,05 — CALAUECR a 34430,0- 54,444 244% + atiti 
+ aiaiaias — 30a ga + + 

Il renferme 68 termes. 
Le troisième Iz est le discriminant du covariant Cs,s. On a : 


lL, = — atataiat + 2aia}aqata — atatafai + 6ata aa ai 
— 16açaataiai + 14açaaaia, + +... 

Il contient 228 termes. 

Enfin, l’invariant 1,4 est égal à l’invariant cubique du covariant C,,.. 
On a : 

I s = ajaaÿ — saïataïai + 1oujaiaiar — rousaïatai 
+ saja,añai — ajala, — 15000,8030 + +. 
Il contient près de 900 termes. 


e) Forme sextique : 


= 5 2 3 5 
faut + Ga nr, 1 sariet-Laoa,rini ra nat + Go,r,2%-tasrt. 
Commencons la liste des covariants par le Hessien ou le déterminant 

des dérivées secondes. On trouve le covariant du huitième ordre 


(1) Cyr=(aod;—ai)2t +4 (aa, —a,a,)xix,2(3aa H20 a; — 5ai)xfxt 
+4 (aoû + 40,0, — 50405) 2123- (aa, + 140,05 + 50,0, — 2005) 2123 
+ + (u,a; + 44,45 — 5a;a,) aix, + = (348; + 24,4; — sai) oae 
+ 4 (aa, — a ,0;) X23 + (aa, — ai) 23. 


Si l’on considère le quatrième émanant 
d d Nt 
(v TA +y: de. f 


son invariant du second degré donnera un covariant du quatrième ordre 
et du second degré relativement aux coefficients, tandis que son invariant 
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du troisième degré correspondra à un covariant du sixième ordre et du 
troisième degré par rapport aux coefficients. Ce sont : 
(2) C, = (a.a, — 40,0; + 303) 2i + 2 (a00, — 30,0, + 20,0,) 1323 
— (aoas — 94,0 , + Sal) six? + 2 (a ap — 20,0, + 2a,a,) xt 
+ (aa, — 40505 + 303) £35 
(3) Ce, = (00,0, + 2a,a,a, — a} — aa, — aa?) 1f + e 
Voir N° 226. 
Formons le Hessien de C, „; il en résultera un covariant du quatrième 
ordre et du quatrième degré savoir : 
(4) C, „ = (18aça,a,a, — 18000,0? + 16açaïa, + 1080104050, 
— 64a,çai — 54030, + 36a2a? — gaža? — 12aça,4,a, — 27030) 
+ 2aça,a, — Saça,a,a, + 6uçaa,)xi + ++ 
Si on change le covariant C, „ en intermutant pour l'appliquer à la 
sextique, on arrive à un covariant du second ordre et du troisième 
degré; c’est : 
(5) Ca s= (400,0 p-a} ao — 304,054 3a aa, + 2000—3030, + 2a ai) 
En appliquant le même intermutant au covariant Cs, s, on obtient 
encore un covariant du second ordre qui a pour valeur 


(6) C: s —(7qu,a a% — 84,4 02a, — 520,070} — 20 0 ap H2ta,a,a;a,a, 
8u aia 0 —1270,4,4;0, 0,42034, ai + 590,0,4,0; + 106a;a;a,a, 
-+ 6u aša, — 26ufaia, + 640,034,0, — 1344 0,030; — 20,04,05 
— 57aža? + 334,aža a,- 36ažaža, — 24030, +-48aiasa, 

+ 300,430; — 824 aša, — 00,00; — 54010) — 254,4,a,4, 

— 124,0 — 16a,4,454, — 90,4 Qll Ha tl ll 
+ 10444, — 3000,05] + ++. 

Transformons C;,, en intermutant pour l'appliquer à Ce,s; on aura 

(7) Ce, = Intermutant de C;,4 sur Ci,s. 
Toutes les autres formations se déduisent des précédentes en les com- 
binant deux à deux pour former leurs Jacobiens, savoir : 


(8) Cız, = Jacobien de f et Cs,2; 
(9) Css = id. C2,5 et C5; 
(10) Crio = id, Css et C2,75; 
(11) Gun = id. Css et Ca,75 
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(12) Css = Jacobien de C:,; et Ci,:; 
(13) Cor = id. Cz; et Cisi 
(14) Croy = id. Css et Csi; 
(15) Can = id. f et Css; 
(16) Css = id. Ca,» et Ci,35 
(17) Qi = id. CG fs 
(18) Cas = id. f etC; 
(19) Css = id. la,2 et Ce,s; 
(20) Con = id. Cie ct Css; 


Il est à remarquer qu'il y a deux covariants du sixième degré par 
rapport aux coefficients et aux variables qui sont distincts. 

La sextique possède cinq invariants fondamentaux des degrés 2, 4, 6, 
10, 15, ct dont les poids respectifs sont 6, 12, 18, 30, 45. 

Le premier s'obtient en changeant f en intermutant pour l'appliquer à 
la forme elle-même ; sa valeur est : 


7 ut 2 
1, = aa, — 6a,a, + 15a,a, — 100} 
Le second I, est l’invariant du second degré de la forme C,,, On a 
~x | es, 2 Sue "7 222 
J, = 0,0,0,0 —aça,u; —a,a;a, + 24,a;a,a,—aça; —u;a,a;+aia; 
; 2 d'a. 5 2 
+ 24,a,u,4, — 20 U0, 0; + 20,450, — 20,04,04; — Aja, -H 203070; 
2a? 2 $ 
+ aia, — 30,038, + a;. 


Le troisième I, est invariant du second degré de la forme C,,; 5 Cest : 


I, = abaza; — 6ata,a 4a, + 4030,05 -F 40 07a, — 3a;aia, 
— 6a,a,a,a a; + 18a,a,a,a,a;a, — 124,4 ,0,05 ++; 
il contient 45 termes. 

Le quatrième I,, est l’invariant du second degré de la forme C,, et le 
cinquième 1,,, l’invariant du troisième degré de la forme C,. Is possè- 
dent un très grand nombre de termes. 

Nous avons maintenant énuméré les formations invariantes fondamen- 
tales pour les formes binaires des six premiers degrés; leur ensemble 
constitue ce que Pon appelle le système complet de ces formes ; toutes 
les autres peuvent s'exprimer rationnellement au moyen des fonctions de 
ce système et on ne les regarde pas comme distinctes des premières. 
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C'était une question difficile à résoudre que d'établir le système complet 
d’une fonction homogène donnée, c’est-à-dire, de faire d'une manière 
exacte le choix des covariants et des invariants indépendants ; elle a été 
résolue par Clebsch, et l'honneur en revient à la méthode symbolique 
allemande dont nous nous proposons d'exposer les principes avant de 
terminer cette introduction à l'étude des formes algébriques. 
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CHAPITRE IV. 
PRINCIPES DE LA MÉTHODE SYMBOLIQUE ALLEMANDE. 


$4. 


EXPRESSIONS SYMBOLIQUES DES INVARIANTS ET DES COVARIANTS D'UNE 
FORME BINAIRE. 


233. Comparons lexpression de la forme binaire de degré n 


z n(in—1 
= 22} + naar ‘x, + t 8 ) 


CAE i aa a, 


à la nième puissance d’une forme linéaire 


(a,z, Gg a,x,)" 


n(n—1) 
— arh n—1 n—1 20? př—2 gyt zis A 
= + naï a, a" z, + DA ai eaaa 2: + + aix? 
et posons : 
af =t, 07 a, = 4, aa, = Aay esey. 03 = Qp.. 


Avec ces relations, ces deux expressions sont identiques; en désignant 
par a, la forme linéaire a,x, + a,x,, il vient 
[= a. 
Cette formule constitue la représentation symbolique de f. Au lieu 


d'employer la lettre a dans la forme linéaire, on peut se servir des 
lettres b, c, d, ++, et en posant : 


b—bz,+b,s,, c—ex,+esz,, dy = d, £, +d,z,;.… 
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on a de même 
f=b = "= di =... 


On doit regarder a, b, c, d, ... comme des symboles équivalents de 


telle sorte que les mêmes produits des a, des b, des €, ete. représentent 
le même coefficient de f et l’on a : 


attat = DE = a my 

Les constantes a,, @,, b,, .. des formes linéaires n’ont aucune signifi- 
cation en elles-mêmes; ce sont seulement leurs produits de n°” dimen- 
sion qui sont susceptibles de représenter les divers coefficients de 
la forme. La multiplicité des symboles est indispensable; car, pour 
représenter le produit xiz, par exemple, on ne peut prendre 

at Ta, . aa, = a3" 3a3 , 
parce que le terme u?”—3a} pourrait provenir de 
aa = Ra, 
et il y aurait ambiguité en repassant des symboles aux coeflicients de la 
forme; tandis qu’en adoptant pour représenter «æ, le produit 
aa. Dea 

il n’y a aucune méprise possible. 

Cette représentation symbolique s'étend à une fonction homogène à 
plusieurs séries de variables. Soit 


Fa ph rt matt, ee Hanoy na yi y (eat maana, 
Le Hart) peg ayyy; (ayap + ma ania, + ee A aem) 
Hee + any’ (oat malane, + A atay) 
une forme homogène à deux suites de variables, du degré n par rapport 

à y et du degré m par rapport à x. Le nombre des termes est : 


(m + 1)(n + 1). 
On peut, dans l'expression de F, faire rentrer les coefficients apai, + 
dans les constantes æ ou les supposer égaux à Punité. 
Chaque terme de cette fonction renferme un produit de la forme 


amaa) yhtyi; 
prenons pour le coefficient correspondant 


M-p) eo 
ri arg Si s3 


www.rcin.org.pl 


— 481 — 


les symboles r ets devant être pris ensemble et tels que les produits seuls, 
où la somme des exposants de r, et re est m ct celle de s, et s: n, 
jouissent de la propriété de représenter un coefficient de la forme. Si, 
dans le terme 

DORE NE 
on attribue à À et 2 toutes leurs valeurs, en ajoutant les cocflicients bino- 
miaux correspondants, on arrive à l’expression 


F = (ris + r282)" (sy A SY)", 
ou bien 


F = roer 
qui constitue la représentation symbolique de F. 
- 234. Considérons, maintenant, un invariant 


I(a,, &,,æ, +) 
de f (xı, x2). Pour fixer les idées, supposons qu'il soit du troisième degré; 


désignons par fo, Bi, (22,++, Yos J1 72", les coefficients de deux autres 
formes de même ordre. On sait que 


di di di 
CS -l — + se + = 
ne dao ĝi dæ, Pn du, 


est'une expression invariante ; elle renferme encore les coefficients z au 
second degré et les coëficients G au premier degré. De même 
dK dK dK 
Lapa THF VIRE 
jouit de la même propriété; mais, dans L, les coefficients æ, G, y 
` wentrent plus qu'au premier degré. Quel que soit le degré de I, par un 
certain nombre d’opérations semblables, on arrivera nécessairement à 
une expression invariante qui contient les divers coefficients au premier 
degré; de plus, par une propriété des fonctions homogènes, la même 
expression reproduira l'invariant primitif, abstraction faite d'un facteur 
numérique, si l’on identifie toutes les formes à la première. De là, cette 
proposition : 

Un invariant de degré k d’une forme d'ordre n est susceptible d'être 
représenté par un invariant qui renferme au premier degré les coefficients 
de k formes de méme ordre, et celui-ci se transforme, à un facteur 
numérique près, en l’invariant primitif, si l'on fait toutes les formes 
égales à la première. | 


32 
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Cela étant, supposons que les k formes soient représentées symboli- 
quement par 
az = (ait: - x2)", 
b} = (bis +- b:x2)", 
c% = (tif H C282)", 


Au lieu des coefficients æ, Ĝ, 7, ..., on substitue les produits des a, 
des b, des c, etc., de dimension # qui les représentent, L’invariant I se 
change ainsi en une fonction des constantes @:, a2, bi, ... des k formes 
linéaires; c’est cette expression que l’on prend pour représenter symbo- 
liquement l’invariant I. 

Soit la forme quadratique 

[= 28i + 208,0, + ati 
qui possède l’invariant 
I= «jus — a}; 
Bo, Bi, Ba étant les coefficients d’une seconde forme de même ordre, on a: 
Te Pre +e +e: TE hoa — apia + feas; 


mais, si l'on prend symboliquement pour les deux formes 


(az, F ata)’, bè = (bx, +b,x.), 
il vient : 
a = Ag ls =ð 0; = A 


bi = bo bb, =p, b =b; 


K = bai — 2b b,a a, + bai, 


par suite, 


c'est-à-dire, 
K = (ab: = a2b) = (ab). 
On prend donc (ab)? pour représenter symboliquement l’invariant de 
la quadratique. 
Soit encore 
I= aya, — qua, + 3! 
l'invariant du second degré de la quartique 
f= toti + 4usix, + awis, + 4am Hair, ; 
on trouve 


K = fous — 4fias + basf — 4bsaı + Biao 
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Bos Bis B2, Bs étant les coefficients d’une seconde quartique. Posons 
symboliquement 
a$ = (aix; Ha); bi = (bixi + bis); 
en remplaçant les coefficients à et Ê par les produits des a et des b corres- 
pondants, il vient : 
K = bja; — 4bib,a a3 + 60biaîai — 4b baja, -+ bia; 
ou 
K = (@ıbz — a2b1)* = (ab)*. 

Par conséquent, (ab)* est la formule symbolique de linvariant du 
second degré de la quartique. 

Réciproquement, toute expression invariante qui renferme les cocffi- 
cients de k formes linéaires, les a, les b, les c, ete. à la n‘°e dimension 
doit être considéré comme la représentation symbolique d'un invariant de 
degré k d'une forme de l'ordre n. Pour déterminer sa valeur, on regarde 
a, b, c, .… comme des symboles équivalents pour la représentation de f 
et on remplace leurs produits par les coefficients correspondants de la 
forme. On fait l'opération inverse de celle qui précède. 

235. Les covariants rentrent dans les invariants par la remarque 
suivante. Les déterminants (ab), (ac), ete. de deux formes linéaires 
jouissent de la propriété de se reproduire par une transformation. Substi- 
tuons dans une forme linéaire 

dy = 4X1 + M282 
les valeurs 


Li = [AZ + mb, Le = [AT -+ Mača ; 
de = QE, + ab, = 0; 


il viendra 


où 
a, = l a, +l,a,, 
a, = m,a; + ma. 
La fonction a, se transforme en une expression semblable relativement 
à Či, Én, les constantes nouvelles étant a, a,. Or, si on résoud les égali- 
tés précédentes par rapport à a,, a,, on trouve 


r (—a3) pe L (=a m, (a',) , 
r (a,) ms l; (—a;,) + Mm, (a,) ‘ 


Abstraction faite du module r, on voit que les coefficients primitifs 
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— 4,, 4, s'expriment en — a, et + a; par les mêmes formules que les 
variables x, et x,, c’est-à-dire que ces quantités sont cogrédientes 
à x, etx,. Par conséquent, on ne changera pas la propriété invariante 
d’une expression en remplaçant — a, et +-a, par x, etx,; mais alors 
les déterminants tels que (ab), (ac) qui renferment a deviennent 

(ab) = (a,b, — a,b ) = bz, 

(ac) = (a C, — a,c,) = Cz. 

Done l'expression invariante se change en une formule contenant les 
variables, c’est-à-dire que l’invariant devient un covariant. Réciproque- 
ment, si, dans la formule covariante, on pose x, = — 4,, T, = G., ON 
retombe sur l’invariant. 

Il est utile de remarquer que l'on peut encore écrire 

r(a,) = l, (a,)+m, (a), 
r (0) a l, (a;)+m, (—a;), 
et substituer à + a, et — a, les variables x, et z,. Il vient dans ce cas, 
(ab) = — (a,b, re a,b,) = —b,: 

Il résulte de ces diverses observations préliminaires que la possibilité 
d’une représentation symbolique générale des formations invariantes 
d’une forme donnée dépend uniquement de l'expression générale des 
invariants d'un système de formes linéaires; Cest ce qu’il importe de 
déterminer. 

236. Soit un système de k formes linéaires 


üz =4,7, +0,%,, 
b, =b x, +6,x,, 
Ca = CT, + CT » 
d, = d £, + d,x,, 


Regardons x, et x: comme les coordonnées homogènes d’un point M 
d’une droite rapporté à une origine fixe O de cette droite. Toutes ces 
formes égalées à zéro définissent k points que nous représenterons par 


M, M Ms Mk. 


Un invariant simultané des fonctions linéaires égalé à zéro doit prixe- 
mer une propriété du système indépendante du changement de l'origine. 
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Or, lorsqu'il s’agit de points sur une droite, une telle relation ne peut se 
rapporter qu’à la coïncidence des points ou à une situation anharmonique 
spéciale des différents points du système; mais, si deux points viennent à 
coïncider le déterminant du second ordre des équations qui les représen- 
tent est nul; d’un autre côté, si on forme le rapport anharmonique de 
quatre points, on trouve 


ou bien, 
(ac) (bd). 
(be) (ad)? 


c'est aussi une expression qui ne renferme que des déterminants du 
second ordre. Nous pouvons donc admettre que tout invariant simultané 
d’un système de formes linéaires est un composé de déterminants 
semblables, c'est-à-dire, un composé d’invariants de ces formes prises 
deux à deux. 

Comme les covariants se déduisent des invariants en remplaçant, par 
exemple, une série de coefficients — 42, +4; par s, et xz, ils auront 
en plus des facteurs de la forme b,. Les formations invariantes des formes 
binaires quelconques qui dépendent de ces dernières devront renfermer 
les mêmes facteurs. On a done la proposition suivante : 

Tout invariant d'une forme binaire se représente symboliquement par 
un composé de produits de déterminants du type (ab), et tout covariant par 
un composé de produits du type (ab) et du type bz. 

Si on écrit une formule symbolique conformément à cette loi et dans 
laquelle les a, les b, les c, etc. entrent à une dimension égale au degré de 
la forme, elle représentera un invariant ou un covariant dont le degré 
par rapport aux coefficients est donné par le nombre de symboles a, b, 
C, . , et le degré par rapport aux variables par le nombre de facteurs 
analogues à bz. Il est bien entendu que, parfois, ces formules correspon- 
dent à des invariants ou à des covariants identiquement nuls. Il en est 
ainsi, par exemple, lorsque la permutation de deux symboles équivalents 
change le signe d’un produit symbolique. La formule (ab)? qui est propre 
à représenter un invariant de la cubique, change de signe en permutant 
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a et b; done cet invariant sera nul, comme on le vérifie facilement, 
On a 
(ab) LE (a,b, — a,b) = aib; mh 3aia,b,b, -= 3a,a;bib, T i abi 
c'est-à-dire, 
dos — 341% — 34281 — asæo = 0. 

Il en sera ainsi pour toute puissance impaire de (ab); les formes d'ordre 
impair n'ont pas d’invariant du second degré par rapport aux coefficients; 
mais bien les formes d'ordre pair, parce que les formules 

(ab}*, (ab), (ab), … 
restent invariables par l'échange de a et de h. 

Les formules 

(ab)? a;b; , (ab)? (cb) ca, 
réunissent les conditions voulues pour représenter des covariants de la 
cubique; car les a, les b, les c s’y trouvent à la troisième dimension, et 
ces expressions jouissent de la propriété de l'invariance. La première est 
un covariant du second degré, et la seconde, un covariant du troisième 
degré relativement aux coeflicients et aux variables. 

De même les produits symboliques 

(ab)? azbz , (ab) (cb) azb,cz 
représentent des covariants du quatrième et du sixième degré de la 
quartique. 

Indiquons les caleuls à effectuer pour trouver la valeur du covariant 

(ab)? CA 
de la cubique. On a : 
(ab)? ab = (aib: — a2b,} (aix +- a21%2) (biz, -} b:œ2) 
ra (aib; Iri 2a,a,b,b, + ab?) [abc] + (a,b, + a,b,) TT, + a,b,x°] 
ou bien i 
5 2 2 5 2 

(aÿb,b5 — 2a°a,b°b, + a ab?) x? 

+ lab; (a,b, a a,b,)— 2a,4,b,b, (a,b,+a,b,)+a;bi(a,b,+a,b)x,x, 
+ (aia, b} — 2a 03b b3 + a5b°b,)z; . 

Or, on sait que 

a, =b] = ao aia = bib =a aa =b b= ay a = b m a; 


par la substitution, on trouve 


2 [mots — 25) 21 + (202s — ads) DT + (aa, — 23) x]. 
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Le calcul que nous venons de développer pour trouver la valeur d’un 
covariant qui répond à une formule symbolique montre suffisamment 
combien il serait pénible de déterminer les invariants et les covariants 
par cette voie. Aussi, cette détermination n’est qu'accessoire dans la 
méthode des symboles. Sa grande utilité est de représenter par des for- 
mules très simples des fonctions très compliquées; il est bien vrai que 
ces produits ne donnent pas immédiatement la valeur des formations 
invariantes; mais leur aspect indique suffisamment leur nature. Enfin, à 
cause de cette simplicité, elle se prête mieux à l'étude des relations qui 
existent entre elles ainsi qu’à la solution des questions multiples qui s'y 
rattachent. 

237. Le nombre des invariants du degré p d'une forme de l'ordre n 
est égal au nombre d'invariants du degré n d’une forme de l'ordre p. 

Soit 

P = (ab): (ac) (be) … 


un produit symbolique représentant un invariant d’ordre p d'une forme 
de degré n; il doit contenir p lettres a, b, c, ..., et chacune d’elles s’y 
trouve à la ni puissance. D'un autre côté, représentons par @ une 
forme d'ordre p et par i, &2, ... &p les racines de l'équation 


ọ = 0. 


Faisons correspondre les racines aux symboles a, b, c, ..., et rempla- 
çons chaque déterminant facteur par la différence des racines pour 
former l'expression symétrique 


2 (cu — aa)” (a — as)f (a2 — as) s.. 


où il y a p racines et chacune d'elles y est élevée à la puissancen. Dans ces 
conditions, nous avons vu que Cest là lexpression d’un invariant du 
degré n de la forme +; par conséquent, il y a pour la forme d'ordre p 
un invariant du degré n pour tout invariant du degré p de la forme de 
l'ordre n, et la proposition est démontrée. 

Cette loi s'applique aussi aux covariants, c’est-à-dire qu'une forme 
de l’ordre n admet autant de covariants du degré p relativement 
aux coefficients qu'une forme d'ordre p possède de covariants du 
degré n. 

238. Représentation symbolique du Hessien et du Jacobien. On sait 
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que le Jacobien de deux formes d'ordres m et n est le déterminant 


J= j| df 
dx, 
do 
dx; 


Soient, symboliquement, 


f = (airs + a222)” = 0", 


af: 
dx 


dọ 


dx: 


Ọ = (bix: + b:x2)" — bn 


où a et b sont des symboles différents. Il vient 


l 
F = ma"—*4, , 
dọ 
e a br—:b 
dx, pe lé 


en substituant, on trouve 
= m=i M1» 
J— ma-ta, map—'a: 
n—1 MI 
nb»—b,  nb?—b, 


c'est-à-dire, 


d 
Len = mate; , 


dx 


be = nb} D: ; 


dx 


PE m- 1h —I 
= mna! br 


J = (ab) a—1bnx 


en laissant le facteur numérique mn ; telle est la formule symbolique du 


Jacobien. 
En second lieu, supposons que 


— D mt N — nn 
f= ar = b” = o 


soit une forme de l’ordre n, les symboles a, b, c étant équivalents; cher- 
chons la valeur du Hessien représenté par 


H = df 
dx? 


æf 


dx:dx: 


On à 
dx =n (n— 1) aa; , 
df df 


didas — dzdx, 


d'f 
dx dx: 
df 


dx} 


df 
dei =n (n—1) brb}, 


=n (n—ı) ataia: = n (n—1) "bb; . 
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Avec ces valeurs, il vient 
H—nt(n—1/a"-2bn2] a aa: |; 
biba b 


par suite, 
H = n? (n — 1} (ab) arbi, aiba. 
Si on échange a et b, on aura aussi 
= — n? (n — 1) (ab) ab, ab. 
En faisant la somme de ces expressions, on trouve 
2H = n? (n — 1)? (ab)? a%—2bn-2, 
On néglige les facteurs numériques et l’on prend pour la formule 
symbolique du Hessien 
H= (ab) aï-2hn2, 
Ainsi, les expressions 
(ab}*, (ab)? azbz, (ab) ab}, 
représentent respectivement le Hessien des formes du second, du 
troisième et du quatrième degré. 
Combinons maintenant H avec f pour en déduire par leur Jacobien 
d’autres covariants. Nous venons de voir que 


H= (ab)? azb 
est le Hessien de la cubique 
f=ai= b} =o}. 


Cherchons le Jacobien de f et de H. On a : 


T = (ab)? (ab. H bia), s = (ab)? (azb + baaz). 


dx 
Les symboles a et b se trouvant dans ces dérivées, il faut prendre le 
symbole c pour f et écrire 


df à df 
dz, 3CzCis dr: das 30202 
Il vient donc 
J = (ab)? 30301 3Cr Cr 


ab, + biaz ab, -H b:az 
ou bien 


J = 3 (ab)*c? Les (a2bs + bzaz) — ce: (ab, -+ bia)] 
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J = 3 (ab)° (ca) cb; + 3 (ab)? (cb) ca. 

Comme les symboles sont équivalents, on peut échanger a et b et le 
premier terme devient le second ; ces termes sont donc identiques; par 
suite, on a : 

J = 6 (ab)? (cb) ca. 

En négligeant le facteur 6, l'expression (ab)° (cb) cfa, représentera le 
covariant du troisième degré de la cubique. 

Si on fait le même calcul pour le déterminant fonctionnel du Hessien 

H = (ab)? ab? 
de la quartique 


on trouve aussi 
J = 8 (ab)? cžazbz ci C2 
abs — biaz a2b -l bza- . 


J = 8 (ab)? (ca) cža„b? + 8 (ab)? (cb) cab, 
et ces deux termes sont les mêmes, car le premier devient le second en 
permutant les symboles identiques a et b. En laissant le facteur numé- 
rique, l’expression (ab)? (cb) cÿa?b, représentera le covariant du sixième 
degré de la quartique. 


ou 


g 2, 
OPÉRATIONS DIVERSES DU CALCUL SYMBOLIQUE. 


289. Opération F (Faltungsprocess). Étant donné un produit symbo- 

lique 
P — (ab)? (ac)# (be) .… azbPet … , 

séparons deux facteurs de la seconde espèce, par exemple, ab, pour les 
remplacer par le déterminant (ab). On peut répéter cette opération sur 
deux autres facteurs quelconques et toutes les expressions qui en résul- 
tent conservent leur caractère invariant. Il y a aussi le procédé inverse 
qui consiste à remplacer un facteur tel que (ab) par azb». Soit 


P = a°b5, 
Une première application du procédé donne (ab) a;b;; une seconde 
(ab)? ab. ; et une troisième (ab). 
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La première et la dernière formule changent de signe en permutant 
a et b; elles ne donnent rien; la deuxième représente le Hessien de la 
cubique. 
Formons, en second lieu, le produit du Hessien de la cubique par la 
forme elle-même; on aura 
P = (ab)? a>-b:ci . 
En opérant sur a et c, il vient 
(ab)? (ac) b.cx, 
et on opérant sur b et c 
(ab)? (bc) azcż . 
Ces deux expressions rentrent l’une dans l’autre par l'échange de a et 
b; elles représentent le covariant du troisième degré de la eubique. 
Formons encore le produit du Hessien de la quartique par la forme 
elle-même. On aura 
P=—(0b)" ab? .c}. 
Par l'application du procédé sur a et c, il vient successivement 
(ab)? (ac) azbžcž, (ab)? (ac)? bécz ; 
ensuite, en séparant les facteurs b,c,, 
(ab)? (ac)? (be) bec, (ab)? (ac)? (be). 


La première formule est le covariant du sixième degré de la quar- 
tique, et la dernière l’invariant du troisième degré de la même forme. 
240. Opération des polaires. Si on applique l'opération 


df df 

Nas TV des 
à une forme f = a*, et si on divise en même temps par le degré n, on 
obtient une fonction des variables x et y, du degré n — 1 par rapport à x 


et du premier degré par rapport à y, que l'on appelle première polaire 
de f. On la désigne par Af. On a, par définition, 


af (nil). 


= NO a, z = natar; 


dx, dx 
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par suite, 
Af = a% (ayı + aay2) = ata : 
ce qui nous apprend que la première polaire s'obtient en remplaçant un 
facteur a; par le facteur ay. 
La seconde polaire de f est l'expression 
1 Me dAf\, 
ne E T ? dæ: 


c’est-à-dire, en effectuant les sl 
Afas az ai. 
Par chaque opération, le degré diminue d’une unité par rapport à x au 
profit de y; si l’on continue ainsi, on trouve successivement : 
Af = atas, A'f= attat, A'f= atsa; , 
ct, en général, 
Arf = a*a . 
La dernière polaire sera 
Af =a}; 


c’est la forme elle-même où la variable x est remplacée par y. 
Les différentes polaires se déduisent du développement 


(ax + hay)" = a% + nat ta, + ——— = Mat—3a? + +0 + Man. 


On voit, en effet, que la km e de es le coefficient de À* divisé 
par 


n nemn 


n(n — i) (n — 2) + (n — k+ 1) 
1.2 EN » 

241. La définition précédente des polaires est générale; lorsque la 
fonction est un produit de deux formes, on différentie conformément à 
la règle connue pour un produit. Cherchons, par exemple, la première 
polaire de 

f = ati. 

Puisque la fonction est du sixième degré, il faut diviser par 6. 

On aura 
Af =} (3ażaybi -+ 3ažb3by) = $ (užaybž + azbžby). 

Si les symboles a et b sont équivalents, cette première polaire se 
réduit à ažaybłž; car les deux termes se déduisent lun de lautre en 
permutant a et b. 
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La fonction Af n'étant plus que du cinquième degré relativement à x, 
il vient pour la seconde polaire 


A'f— į 5 (2azaġbz + 3ažaybžby + 3ażaybżby  2a5b,b?) 
ou bien 
Af = + (a5b,b, + 3aïa,bib, + a,aÿbi), 
et lorsque les symboles œ et b sont équivalents, on aurait : 
š a2b,b, + 5 azbza b. 

Il arrive quelquefois que la forme f renferme deux séries de variables; 
il faut alors distinguer les polaires suivant qu’on dérive par rapport à x 
ou par rapport à y; dans le premier cas, nous désignerons encore les 
polaires par la caractéristique A et, dans le second, par D. En admettant 


que f soit du degré m relativemeni à x et du degré n relativement à y, 
on aura : 


EMi df df 
a m AnA ARTS i A G yE RS dy: 
Tee dAf SAS dDf a 
qe + 2 Mate, 
a A dA? ETC D 0 af 
tva) He (a dy, Tes dyz 


Par exemple, si 
f= arb, 
on aura 
Af = a'a bt, A? f= ag=sasbn E a-5asb à 
Df=ambn1b,, D'f—arbn-2bt, DSf— ambn-sb;, … 
Il est encore utile de remarquer que toutes les polaires d'une forme 
[=o 
satisfont à l'équation différentielle 
E SPORE PS 
dxidys  dx:dy; 
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Soit, en effet, la k‘* polaire 


Atf = attak. 


On a 
dA* 
~I (n — k) aiaa}, 
dA* 
af = (n — k) at} arab ; 
ensuite, 
d'A* 
T H = k (n — k) ati taktasas, 
1 2 a 
2ARf 
TE = k (n — k) al tak -tasa ; 
2 


on voit que ces deux valeurs sont identiques. 

24%. Opération Q (Omegaprocess). Étant donnée une forme 
{ais £2, Yı, Y2) à deux séries de variables du degré m par rapport à x et 
du degré n par rapport à y, l'opération Q est définie par 


EE df df 
LL Fe mn \dxdy: | 


par conséquent, elle a pour effet de diminuer d’une unité les degrés de f 
par rapport aux variables. En répétant la même opération, on aura 
TRE. 1 dOf df 
Ps aN dedui 
et, ainsi de suite. 
Soit la fonction 
(= yi (art + 30,212, + 30,03 -H ax) 
+ 277, (ai + samir, + 30 œ, x; + a;x;) 
+ yi (02i + 301112 + 3012,23 + as). 
Ona: 
df 
dx dy: 
df 
dxdy, 


= 2y: (30,21 + Gairix, sax) + 2y,(30021 Gaia, + 30:22), 


=2y: (30,2 +60,2, 2, + 3a,2s)+2y, (30,2; +6asx,x, + 3a;xi); 
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par suite, 
Qf= y, [a — a,) 11 +2 (a, — a4) 2,2, + (a; — a) xi] 
+y: [as — a) xi + 2 (a — a) ££, + (a3 — a;) x]. 
Une seconde application donne aussi 
Qf = (ag +a, — 20,) 2, + (a; + a; — 2a,)x,. 
Soit, encore, une forme à deux séries de variables représentée 
symboliquement par 
[= r2}; 
on aura 
Qf— > (mnr»—1r 818, — mnr™—'r ss.) 
ou 
Qf = (rs)r sn, 
On trouve également 
À Qf == (rs) rose 2, 
Of = (rs)? rm 3803, 
et, en général, 
Of = (rs)t rank, 


Il existe entre les opérations Qf et Df la relation 


m 
En effet, il vient successivement : 

I tre df EA aE n f 

Je nr 1) Genie AG À “ii dy: dxdy, T ais el 
ou bien 
I 
Mofaz -+ 1i)(n— i)n 
d'f Bea EL A y LS TL ER. i ] 
Ea thi 2. FE Tody: * da,dy? p dz dy,dy, 


ï Fo PE: i A Le Cr PT y A | 
=mF ial T dadya dædyı a dxdy: dady, ; 
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c’est-à-dire, 


1 d d 
ee ve (2 rS mnQf + xe T-m0/) 


I dQf daQf 


m 
= — ° Ti — Lo — 
MI n—1 ‘dy * dys 
` . La s m t 
Cette dernière expression est égale à —— DOJ. 
m + 1 


On prouve de la même manière que 
n 
n +1 

Abstraction faite d’un facteur numérique, on peut intervertir l’ordre 
des opérations Q, D et Q, A. 
243. Opération d'Aronhold ou procédé ò. Étant données deux formes 
de même ordre 
= rot Enr at ias te, Fat + najat ia, ve 
et ọ (ro, rı, r2, .…) un invariant de la première, l'opération d’Aronhold 


QAf— AOf. 


consiste dans la formule 
=a Pa TE + a + 

qui possède le caractère d’invariance. Si on applique l'opération au 
résultat obtenu, on aura ô (2) = d*?; de même, ò (2*œ) sera d59, et 
ainsi de suite. Cette opération se présente, lorsqu'il faut calculer la valeur 
de ọ pour la fonction composée f -+ ?F ; on doit remplacer les coefficients 
Pos rip ay esey PAT Toy + Atos ri cu, ra + as, a.. ; en développant ensuite 
par la formule de Taylor, il vient 


Q (ro aos ra + Aou, +++) = Ọ (rostri, +++) + 200 +2 dp—+ 
Par exemple, soient les formes quadratiques 
f= ra? H 2ra, res, F= oti + 24,2%, Hat, 
et p= rr, — ri Pinvariant de la première. En désignant par ọ' sa 
valeur pour f-}- ÀF, on aura 
y = p4p À de. 
Or, on trouve successivement 
Dp = a,r, — 20 r, +ar, 3 
dip = aa, — 22? +a,a, = 2 (2p, — a); 
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par suite, il vient : 
P = rr, — ri ar, —aar, Har) AH (aa, — ai) A. 

Il est essentiel d'observer que, suivant l'esprit de la formule de 
Taylor, on passe de do à d* en dérivant par rapport aux coefficients 
primitifs, même si æo, 4, 4: étaient les coefficients d’un covariant, 
c’est-à-dire des fonctions de ao, &, a: ; on doit, dans la seconde opéra- 
tion, regarder comme constants les coeflicients introduits par la première. 

Le procédé à s'applique aussi aux covariants. Considérons les deux 
cubiques 

f=rai + 3riaix, + 3r,x,x + CE 
F = awi + gaine, + 3er; + ax ; 
on sait que la première possède le covariant 
H = (rf: Æ ri) si T (rir; Ea r,r,) Li + (rir; A ri) z a 
Si lon veut obtenir le covariant correspondant H’ pour la fonction 


composée f-}2F, il est nécessaire de substituer aux coefficients 
To, Ti, re, rs les valeurs 


ro- Âco , ri Àa, Ta + Ac, rs — dos ; 


comme H est du second degré par rapport aux coeflicients, on aura 
; r 32 
H' = H + 9H + SE dus 


En appliquant successivement le procédé d, on trouve facilement 


ÒH = (ra00 — 27103 + rot) 25 -+ (Tsao — rada — rida A Trods) XX2 
+ (rsi — 2r2%2 + rids) TÈ , 
DH — 2 [cote — 4$) £} + (tos — aite) Mira + (arcs — ai) xå] . 
Par la substitution de ces résultats, on obtiendra la valeur de H’. 
Il importe maintenant d'indiquer l'effet de l'opération d’Aronhold sur 
un produit symbolique. Afin de fixer les idées, supposons que f soit une 
forme du quatrième degré qui possède un invariant ọ du troisième 


ordre. Représentons, pour un moment, la forme f par les expressions 
équivalentes 


f= usi + 4u +, f= bosi + bitit- e, f= oi + 


Par le procédé d, on peut introduire les coefficients a, b, c dans ọ de 
55 
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manière que cet invariant soit linéaire par rapport à do, Gi, …, 
bo, Dry sse , Co, Cis o+» < Cela étant, on a 


4 4 l 
p= a T=} ayha uttas a 


Or, la première opération 


d 
nm da; 


a pour effet de remplacer les coefficients a par les coefficients x, et, au 
point de vue symbolique, de substituer au symbole a de f, le symbole «x 
de ọ. On sait qu’en posant : 


l'invariant ọ est représenté par 
œ = (ab)? (ac)? (bc)°. 
Donc, après cette première opération, on aura (ab)? (ac)? (be). De 
même, pour les deux autres 


on devra remplacer les symboles b et ¢ par a; ce qui donne 
(aa)? (ac)? (ac), (ab)? (aa)? (bæ)*. 

Puisque les symboles a, b, ¢ sont équivalents, les trois résultats sont 
identiques et l’on a : 

a LP 3 ab (ac)? (be)? 
Z a 5 (ab)? (ac)? (be)*- 

De là, cette règle : l'opération à appliquée à un produit symbolique 
revient à remplacer successivement chaque symbole de f par un symbole 
de ọ et à faire ensuite la somme des résultats. 

Les produits symétriques de symboles donnent chaque fois le même 
résultat; il suffit, dans ce cas, de multiplier l'un d'eux par k, k étant le 
nombre de symboles. 

Après cette première application, il ne reste plus que deux symboles; 
une seconde donnera 


Jp = 2.3 (aß)? (ac)? (Be) 
dg = 2.3 (26) (27) (£), 


où ĝ et y sont des symboles équivalents à æ pour la seconde forme. 


et une troisième 
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Le procédé ð s'applique de la même manière aux covariants. Le Hessien 
de la quartique étant 
H — (ab)* aëb?, 
posons : 
H= Hy = (ab) a23. 
On aura 
ÒH — 2 (aH)? aż, H = 2 (HH')? H}H?. 


La première opération introduit le symbole H au lieu de b; on passe 
de ÒH à ð*H en regardant H comme constant, et en remplaçant le sym- 
bole a par H’. 

La règle précédente suppose que les produits symboliques ne contien- 
nent que des symboles de f. Dans le cas contraire, il faudrait la modifier. 
Pour la quartique, par exemple, le Jacobien de f et de H est : 


t =— (aH) aÿ Hz. 


Or, les symboles H représentent les coefficients du covariant H qui 
sont des fonctions des coefficients de f; dans la dérivation, il faut tenir 
compte de cette circonstance et la règle se complique; mais, générale- 
ment, on peut transformer le produit symbolique de manière qu’il ne 
renferme que des symboles de la forme primitive. Si l'on avait JH = 0, 
on pourrait encore se servir de la première règle, puisque l'effet de 
l'opération sur H est nul. 

244. Opération U ( Ueberschiebungsprocess). Étant données deux 
formes différentes 

f=ar, p=b 
où n est plus petit que m, formons leur produit : a”, b”, 

Remplaçons maintenant deux facteurs az, bs de chaque forme par le 
déterminant (ab); il viendra (ab) ab, 

En répétant cette opération k fois, on arrive à l’expreseion 

(ab) ant, 

Cette formule fournit une série de covariants simultanés des deux 

formes en donnant à k les valeurs 1, 2, 3, ... n. Nous les appellerons 


composés de f avec ©, et nous adopterons la notation (f, o} pour repré- 
senter le k‘è” composé. Par définition, on aura 


(h ọ)* ees (ab)! a™—khn—k, 
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Si on échange les formes, le composé change de signe lorsque k est 
impair. Pour les composés extrêmes, il vient 
(f: g)o = i rA (f, p}" = (ab) an, 
Enfin remarquons encore que le premier composé est le Jacobien des 


deux formes. 
Soient fı et pı deux autres formes; pour trouver les composés de 


[+ fs avec p- upu À et pı étant des constantes, on effectue 
d’abord le produit : 


+ if) (p + pipi) = fe + Mig + fp + ipaq 


pour appliquer ensuite l'opération à chaque terme, et l’on a : 


+ fs p+ pipi) = (f EX + À (fs EX H ei (fs Pa) H ipa (fes qu. 


Les divers composés s'expriment aussi au moyen des dérivées des 
deux formes. On sait, par la valeur du Jacobien que 


INT s I df dọ df E) 
SE tn i E raa tes rE h 


Pour le second composé, on a 
(ab)? an -2h32 — a”?—2bn— (afb? — 2a,a, + b,b, + ab) 
c'est-à-dire 
(ab)? am—2bn—2 
1 df do df d'œ df dọ 
~ m(m —i)n(n— 1) \ dr? H? ds dx, dx,dz, dx? ` da? 
Le second membre s'écrit, d’une manière abrégée, comme suit : 


1 df dọ df de ) 


m(m—i)n(n—1)\dr, dx: dx: dx: 


En général, on a 
(ab) a™—khn-k 
af I I df dọ df dọ N! 
mm) (m—k F 1) n(n— 1) (n— k4 1) \ dr: des daz T) 
Dans le développement, les exposants indiquent l’ordre des dérivées. 
Supposons que les symboles a et b soient équivalents et n= m; 
l'expression 


(7, 1} = (a0) a 057" 


fournira les composés de la fonction f avec elle-même; ceux qui corres- 
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pondent aux valeurs impaires de k seront identiquement nuls, car le 
produit change de signe en permutant « et b; mais tous les autres, 
tels que 

(ab) an—2bm—2, (ab) abs, (ab)5 am—6bm—6, ete. 


seront des covariants de f dont le premier est le Hessien de la forme. 

245. Il est important d'observer que les composés de deux formes 
s’obtiennent aussi par les polaires, On sait que la kf polaire de fa 
pour expression apana 

æ v° 

Remplacons, dans cette formule, y, par bz, y2 par — bı et multiplions 
par b}—}; il viendra (ab)* a”—Kbn-k, c'est-à-dire le k#”° composé de f 
avec ọ. Done, pour former le kïème composé de f avec ọ, on substitue, 
dans la kme polaire de f, aux variables yı, y: les symboles bz, — b, de 
ọ et on multiplie ensuite par b}. 

En second lieu, on peut encore procéder de la manière suivante, On a 


x E k 
Af = akak, Arg = byb. 


En multipliant ces polaires, il vient a¥}—*b?-*akbk, 

Si on applique à ce produit k fois le procédé F en opérant sur les 
facteurs en y, on arrive à l’expression (ab)‘a”-*h—{; c'est encore le 
kme composé de f avec ©. 

Appliquons ces règles à quelques exemples. La cubique 

f =a = b= c 
possède l'invariant 
H = (ab) azbz; 
cherchons les composés de f avec H. On a 
fH = (bY a,b,.c5. 


En séparant les facteurs bz€z pour les remplacer par (bc), il vient, pour 
le premier composé, 
(f, H)! = (ab)? (bc) azcz. 
C’est le covariant du troisième degré de cette forme. En séparant les 
facteurs a,c; au lieu de b,c;, on arrive à une expression équivalente. 
Le second composé sera 


(f, H)? = (ab)? (bc) (ac) cz. 
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Autrement; formons la première polaire de H; on trouve 


+ (ab)? (ab, + abs), 

mais, comme les symboles sont équivalents, elle se réduit à (ab)? a,b,. 

Si on remplace y, par c2 et ys par — c, et si on multiplie par cz, il vient 

(f, H)' = (ab)? (bc) ascz. 

La seconde polaire étant (ab) a,b,, la même substitution et la multi- 

plication par c, fournit le second composé 
(f, H)? = (ab)? (ac) (be) cz. 
Cherchons encore les composés de H avec lui-même. On a 
H = (ab)? ab; = (cd) Cada; 

c et d étant des symboles équivalents à a et b. Il faut d'abord former 
le produit (ab)? azbz. (cd)? czdz. 

On prend ensuite un facteur de chaque côté, par exemple, bz et d, et 
on remplace leur produit par (bd); il vient ainsi 

(H, H)! = (ab)? (cd)? (bd) ac. 
On en tire, pour le second composé, 
(H, H)? = (ab) (cd)* (bd) (ac) 

qui représente l’invariant du quatrième degré de la cubique, Pour faire 
la séparation de deux facteurs, on pourrait adopter les combinaisons 
Azz, Azdz, becs, mais on arrive toujours à une formule ayant même 
signification, à cause de l'identité des symboles. 


On trouve le même résultat, en faisant le produit (ab}*a,b,.(cd)c,d, 
des premières polaires de H, et en séparant bydy; ce qui donne 


(f, H)' = (ab)? (cd)* (bd) asc. 


De même, le produit des secondes polaires (ab)? ayby.(cd)°cydy conduit 
au second composé 
(H, H)? = (ab)? (cd)? (bd) (ac) 
en lui appliquant deux fois le procédé F. 
Cette manière de former les composés par les polaires est très impor- 
tante. Nous aurons l'occasion d’en faire de nombreuses applications. 
246. /dentités du calcul symbolique. Il existe quelques relations 
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identiques qui sont très utiles pour la transformation des produits sym- 
boliques et qu’il est indispensable de connaître. D'abord les égalités 
Az = Gti -} Q222, 
ba = bits + baxa, 
Cz = C12, - C22, 


par Pélimination des variables, conduisent à Pidentité 


Ge Gi @ | =0, 
bs bi b: 
Cx C C2 
ou bien, 
(1) (bc) az -+ (ca) bz + (ab) cz = 0, 


qu’on peut aussi écrire 
(ab) c= — (ac) b- = (cb) as. 
En élevant au carré, on trouve 
(ab)? cå -+ (ac)? b} — 2 (ab) (ac) bc; = (bc)? az; 


d’où 
(2) (ab) (ac) bsc» = $ [(ab)* c? -+ (ac)*b? — (be) a]. 
Si on élève de nouveau au carré et si on transpose, il vient aussi 
(3) (ab)? (ac)? błc3 -+ (ba) (be)? aže: + (ca)? (cb) ab? 
= $ [a (be)* + 0! (ca)' + ci (ab)']. 
Posons, dans l'identité (x), c2 = yı et c: = — y2; on aura 
(4) azhy — ayb: = (ab) (zy). 


Enfin, d, et dz étant les coefficients d’une quatrième forme linéaire, 
en remplaçant dans (1) et (2) Zi, xə par dz et — di, on trouve encore 


(5) (bc) (ad) + (ca) (bd) -+ (ab) (cd) = o. 
(6) (ab) (ac) (db) (de) = 3 [(ab)* (cd)? + (ac)? (bd)? — (ad)? (be)*]. 

En vertu de la première identité, toute formule qui renferme un 
déterminant (ab) à une puissance impaire peut être transformée en une 
autre où ce déterminant est élevé à une puissance paire. En effet, sup- 
posons qu'elle renferme le produit 


(ab}?"=1 (ac) bein- 
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Il est égal à 
+ (ab}*"— (ca) b,c2"-1 ; 
en permutant a et b, il devient 
(ab)?™-' (cb) azc3"—' ; 

par suite, en faisant la somme et en divisant par 2, on trouve 
(ab)? (ac) bem = $ (ab)? 1 cmt [(cb) as — (ca) bz] = # (ab}?" com. 

247. Expression du carré du déterminant fonctionnel. Comme appli- 
cation de ces identités, proposons-nous de former le carré du Jacobien 
des deux formes 

[=ar =br, q= ot = fe. 
On a 
J = (aa) m-tan: = (bp) bm-Pr—:, 

et 

J? = (aa) attan, (bB) bm—1fn-1 = (aa) ap—tan-bm—1Bu—t (bP) az. 

Or, par la première identité, on a 


(DE) ax = (a) be — (2b) Ge; 


par suite, 
J? = (aa) (a) ar —bman—8Bn— — (ax) (ab) ab apr, 
Si on remarque que f= b?, ọ —[", l'expression précédente est de 
la forme 
h J = Af 4 By 
où 


A = (aa) (af) an: an Bi, B=— (aa) (ba) at- bm: ane, 
Il faut calculer les valeurs de A et B. On peut écrire 
A =; (26) ar? pr ant [(aa) Be — (af) as), 
car le second terme se déduit du premier en permutant les symboles 
identiques æ et ĝ. A cause de l'identité (1), la différence entre crochets 
est égale à 
(Pa) az = — (af) az; 
par suite, 
A = — ; (af) are Pran, 
c’est-à-dire 
= — 3 P pf, 


(p, ọ)* étant le second composé de ọ avec lui-même. 
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D'un autre côté, si on écrit 
| B — an-2b"-2 4-2 (aa) (ba) asbes 
par l'usage de l'identité (2), il viendra 
B = ar- bm- an, $ [(aa)* b} + (ba) at — (ab) ail. 

Les deux premiers termes ont la même signification; on passe de l’un 

à Pautre en permutant a et b; par suite, on a 
B = (aa) am—2 an—2,bm — $ (ab)? an—2 bu—2. at, 
ou bien 
B= (f, o) f— i f> f) q. 

En remplaçant A et B par leurs valeurs, on arrive à la formule 

définitive 
r= — ilo A a2 lN ot g. 

De là, cette proposition importante : © 

Le carré du Jacobien de deux formes est une fonction de ces formes et 
de leurs seconds composés. 

248. Considérons encore trois formes différentes 

f= an, p =b, p= dg. 
Le premier composé de f avec © a pour expression 
(f, a} = (ab) an bi. 

Combinons cette nouvelle formation avec L pour former leur Jacobien. 

Dans ce but, il est nécessaire de caleuler la première polaire de cette 
expression. On trouve 


b 
m kes 2 [en — 1) a abr + (n — 1) he 


On obtiendra maintenant le premier composé de (f, ọ)' avec 4, en 
remplaçant yı, ya par c2, — €, et en multipliant par 27, En le désignant 
par 7, nous aurons 


EP, E EP [(m — 1) (ab) (ac) ax=2bi='eg—: 
-H (n — 1) (ab) (be) ar=by=2er =], 
ou bien 
m—ahn-2çp-2 
IF Ee — [(m — 1) (ab) (ac) bzcz — (n — 1) (ba) (bc) azez]. 


www.rcin.org.pl 


— 506 — 


D’après l'identité (2), la quantité entre parenthèses est égale à 


E [(ab)* c? + (ac)? bÈ -— (be)? aè] 


— (ac)? b]. 


Si on multiplie cette expression par le facteur extérieur de j et si 
on pose : 
(f,o) = = (ab)? a™—2b»- 2, (f: Y) = (ac) armam, (p, 4)? = (bc)! b—2e8-2, 


il viendra . 


j= safa p} 4+ (f 4) o — (9, 4) r] 
e a Ae 


En faisant les réductions, on trouve 


jmil pahne enr]. 


Comme cas particuliers, si on pose 4 = f, il vient 


AN =No D, 


et, si on pose Y =ọ, on a encore 
f p) gl =— =Q, p)? DR men i p) +. 


Ces formules sont très remarquables; elles démontrent cette propriété : 
Le Jacobien d'une forme avec le Jucobien de deux autres est une fonction 
des trois formes et de leurs seconds composés. 


§ 5. 
FORMULE DE CLEBSCH-GORDAN. FORMATION SYSTÉMATIQUE DES INVARIANTS 


ET DES COVARIANTS, 


249. Considérons une forme à deux séries de variables, du degré 
m par rapport à xı, x, et du degré n par rapport à ya Ys; elle est 
représentée symboliquement par f = rs}. 
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Par l’application successive des opérations D et A, il vient : 
Df= riens. 
I 


ADf = [mri irys S. + rrsan]; 


m + 1 
d'où 
(m -+ 1) ADf = rys» + mr sn tes. 
On a aussi 
(m +1) f= rps + mrs. 
En retranchant de cette équation la précédente, on trouve 
(m 1) (f — ADF) = mr? 1s} (res — ris), 
et, à cause de l'identité (4), 
(m + 1) (f— ADP) = m (xy) (rs) ry —si—. 

Si on remarque que 

Qf = (rs) rysi, 


il vient la relation fondamentale 


Œ) f= ADf + (ay) Of. 


Supposons que f soit linéaire par rapport à y; on aura 
=r Df = res, Ofic (rres 


par suite, 


m 
rPSy = À (rs. æy) (rs) r—* 
r= À rs) + (eu) (rs) re 
et, comme cas particuliers, 


roëy = À (r:8:) F 3 (2y) (r8), ris, = A (r381) + à (2Y) (rs) rz; 
ainsi de suite. La fonction f est done égale, dans ce cas, à la première 
polaire d’une fonction de x plus un terme renfermant le déterminant (xy). 
Remplaçons dans (k) f par Df qui est du degré m -+ 1 relativement à 
x, et x. On aura 
mi 


Df= AD fH, (eu) Of 
par suite 
abf = aD f4 E A fey) opr). 
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Or, en désignant par ọ une fonction du degré & en x, il vient 


ọ d (xy) d (xy) (zy) 
A [(xy) 9] = L fo P LS n) y fy, ngt» FA 


La première parenthèse équivaut à y:ıy2 — Y:24ı = 0; la seconde est 
égale à uAg; donc, 


A [(zu) p] = = (eu) âp, 
et comme conséquence 
A ly) OD/] — p yy 9 AOF. 


En substituant cette valeur, on trouve 


ADf— ADf+ ET 


D'un autre côté, si on remplace dans (k) f par Qf, il vient 


Of — ADO +7 


En vertu de ces deux égalités, l'expression de bi la forme 


- (xy) AQDf. 


= (æy) Qf. 


E (æy) Of. 
Les deux termes du milieu peuvent se réunir par la relation 
QD —— De , 
f=; 


et on obtient alors la formule 


2m 


(k) f= REET (2y) ADO +" 


Posons 


Re Q?f. 


[= r38 
on aura 


Df = rs, Qf= (rs)i®—'sy, DQf= (rs) rsz, Qf = (rs) ry. 


Avec ces valeurs, il vient la formule 


res? A (rms) -H TR (ey) (rs) A (=se) EE (ag) (rs)? re, 


Ei mF 
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et, comme cas particuliers, 
rès? — A? (r382) + (xy) (rs) A (r282) + 3 (æy)° (rs)’, 
ris, = A? (ržs3) + s (£y) (rs) A (r28) + Cry) (rs) ra, 
= A! ii +$ z (rs) A (ris) ti ew (rs)? r2, 


Donc, 4 la fonction f est du second Re en y, elle est égale à 
une expression renfermant les polaires A?, A' et A’ de certaines fonc- 
tions de x ainsi que les puissances 0, 1, 2 de (xy). 

Appliquons encore l'équation fondamentale aux fonctions 


Df, DO, Qf 


dont les degrés par rapport à x sont respectivement m — 2, m, m — 2. 
On aura 


D’f = AD5f + ” S (xy) QD*f, 
DOf = AD'Of +— ` - (ay) QD9F, 
N + 7 (ay) ON. 


On en déduit 
at= AD HE =. Ž A? [(æy) QD*/]; 
mais, 


° (æy) UD] = A. A [(2y) QD) = A i 2 H (ay) aon] 


T ba i 
a TEE ne (xy) A’OD"f. 


Donc, il vient 


AD!f = ASD5f + 


m 
“ie (xy) A’OD"f. 
On a aussi 

m 


= A’D'Of + ! (æy) AODOf. 


Ea 
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Si on substitue dans (kı) les valeurs A?D°f, ADOf et Q!?f, on trouve 
(xy) A’D°Of 


m Fe 2m 
f= E ETAS ab RE E 7 


“y Qf. 


T M AE EAEE Mr. A 
Ne RE ef m a ain MT E À iia ITa 


Il faut remarquer que 


QD*f = QD (Df) = de DoD = + = z -D*0/, 


QD (Of) =" DQ:f. 


En tenant compte de ces valeurs, l'expression de f devient après les 


réductions 


[=at gm (m — D Cey)? ADO 


Es CN ADO ECET 
(zy) Qf- 


Posons f= r”s3; on aura successivement 
Df = rss, D'Q/= (rs) r's}, 
DOIS = (r3) rm-28, Qf = (re) rps, 


PES 


et la formule devient : 
=s (rr) 
3m (m — 1) 2 2 m—2 3 3 pm— 
Patio (rs)? A (r s.) +7 aaar 2 (wy) (rs) res, 
Pour les valeurs particulières m = 3, 4, 5, on trouve 
rin = A* (r25) +E (zy) (rs) A° (rès) -+ vo (2y) (rs) A (rase) + $ (xy)? (rs), 
ris? = Až (r183) + (2y) (rs) A? (r382) +5 (ay) (rs) A (r28) +3 (y) (r8) re, 
r$a = A+ (ržsi) -H$ ley)(rs) A (rist) He (ay) (rs) A (rsa) Lay) (ra ri, 
Donc, toute fonction à deux séries de variables du troisième degré 


par rapport à y est égale à une expression qui renferme les puissances 
O, 1,2, 3 de (xy) ainsi que les polaires A’, A?, A', A’ de certaines fonc- 


(ey) (rs) A? (rž 785) 


tions de x. 
En continuant ainsi de proche en proche, on arrivera nécessairement 
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pour une fonction du degré n en y à un développement de la forme 
f= A"Drf + an) (xy) AD Of + a”) (xy)? Aw2Dr-201f 
+ aln) (xy)? A"-5D'—3Q5f -+ Te + alm) (y) Qf. 

Ce développement renferme les diverses polaires de certaines fonc- 
tions de æ ainsi que les puissances croissantes du déterminant (xy). C'est 
la formule de Clebsch-Gordan ; elle est très remarquable au point de vue 
de l’analyse et d’une importance capitale dans la méthode symbolique. 


Ces géomètres en ont donné une démonstration rigoureuse avec la loi de 
formation des coeflicients qui est : 


el) 


nf) 


où la notation (5) représente l'expression 


ple- i). it, 


RUE PA) 
Par exemple, pour n = 4, on trouve 
E TAE AN E sd arat M 
' mp4 ° (m43) (m43) 
a —4m— 1) (m — 2) mr 4 
= (m42) (m41) Eme 
et la formule précédente se réduit à 
6 = 
f= ADI AT (y) ADO NE T +a JEY amer 
4(m—1)(m—2), +0 
Fons] to ADOsf + 7 rm 3 (ay) Qf. 


Si f = ris; on a 
ris, = À" (ris;) + 2 (xy) (rs) AS (ris?) + 4 (xy)? (rs)? A? (ržs3) 
+ s (y) (rs)5 A (r181) -+ 5 (xy)* (rs), 
et pour f—r;s,, il vient 
ri = A' (r381) + 32 (xy) (rs) AS (rs) +$ (ay)? (rs)? A? (rs!) 
+ 3 (ay) (rs)? A (rés,) -+ 4 (2y) (rs)' re 


www.rcin.org.pl 


— 512 — 
250. Cette formule étant connue, considérons un covariant 
P = (ab): (ac)* (be)! … azb8ct … 
du degré m relativement aux coefficients d'une forme f représentée 
symboliquement par 
[== bg... 

Supposons que a entre y fois dans les déterminants facteurs; alors 
a= n —vy. Remplacons a, as par y2, — y : le facteur a% deviendra 
(xy)*; laissons cette puissance, et appelons 0 l'expression restante. 
La fonction 9 ne sera plus que du degré m — 1 relativement aux coeffi- 
cients; elle renfermera la variable y au degré v, puisqu'un facteur tel 
que (ab) devient b, après la substitution; soit 4: son degré par rapport à x. 
Conformément à la formule précédente, on peut écrire 

9 = A’D»0 + Bi (xy) A-D» —Q9 + Bz (xy)? A*—2Dy—20?9 + … 

Les fonctions 

D'9, D’-1Q60, D1039, … 
contiennent respectivement x aux degrés 


uv, up Hy, p+y—4,.…… 
On peut poser 
D9 = ph, Dr100 = g#+r 2, D-20209 — rt, na 
Par la formation polaire, il viendra 
A°D°0 = pipy, 
Av 1D» -09 =q, 
A»=2D»—2030 = rg-2r92, 


En substituant ces valeurs, on trouve 


0 = php} + Bi (xy) qi 7g + Be (€y)? ré er + eee 
Pour transformer P en 9 on a négligé le facteur (xy)* où & = n — vy. 
Si, maintenant, on veut repasser de 9 à P, il faut remplacer y, yz par 
— 43, a, et multiplier par a. La formation invariante P prend 
alors la forme 


P = (ap)’ pa -+ Bi (aq) — quar >H -t Ba (ar) ere-a +2... 


ou bien, 
P= (f; p) + Bi (f g} + Ba lfr y + + 
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La formule symbolique P se trouve ainsi ramenée à une expression qui 
renferme uniquement des composés de f avee les covariants p, q, r... du 
degré m — 1 par rapport aux coeflicients, Donc, une formation inva- 
riante P de f, du degré m par rapport aux coefficients, peut s'obtenir par 
les composés de cette forme avec des covariants qui sont seulement du 
degré m — 1 relativement aux coefficients. 

Le composé de l’ordre le plus élevé est y ou le nombre de fois que le 
symbole a se trouve dans les déterminants facteurs. 

I] en résulte qu'étant donnée une forme : 


f =8 = h= var, 


pour trouver ses invariants et ses covariants, on commence par déter- 
miner les composés de la fonction f avec elle-même; ils sont renfermés 
dans la formule générale (ab)* a?-*b%—* et du second degré par rapport 
aux coefficients; il n’y a pas de covariants du premier degré relative- 
ment aux coefficients, si ce n’est la forme elle-même. Désignons par 
Ai, Aa, As, A4, les formations ainsi obtenues. Pour s'élever aux 
fonctions invariantes du troisième degré relativement aux coefficients, 
il faut déterminer les composés de f avec Ai, A:, As, ... 5 ce qui conduit 
à la nouvelle série 


f- Ai, Te AS GTA res 
(f å1)', (f, A2), (f; A), 
(f, A}; (f A2), (A A5) oe 
On cherchera de nouveau les composés de f avec ces dernières for- 
mations, et ainsi de suite. Parmi les invariants ct les covariants que l’on 
obtient de cette manière, on laisse ceux qui sont identiquement nuls; 
il y aura ensuite à distinguer les formations fondamentales ou indépen- 
dantes qui doivent constituer le système complet de la forme. Il n'y a 
pas de méthode générale à ce sujet; il faut, dans chaque cas, par des 
transformations de produits symboliques et l’application des principes 
que nous avons exposés, démontrer que le système admis est complet, 
Nous allons maintenant employer la méthode symbolique pour étudier 
les formes binaires des quatre premiers degrés. 
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CHAPITRE V. 


FORMES BINAIRES DU SECOND, DU TROISIÈME ET DU 
QUATRIÈME DEGRÉ. 


$ 1. 
FORMES DU SECOND DEGRÉ. 


254. La forme quadratique binaire est définie symboliquement par 
fa 0; 02 
Les composés de cette fonction avec elle-même sont : 
(ab)a;b», (ab). 

La première expression change de signe en permutant a ct b; elle ne 
donne rien; la deuxième représente l’invariant du second degré de f; 
désignons-le par D. On aura 

D— (f, f} = (ab). 

Il n’y a pas d'autre formation à considérer. En effet, un invariant ou 
un covariant P de f qui renferme un déterminant tel que (ab) à une 
puissance impaire peut être transformé de manière que cette puissance 
devienne paire. La formation P renfermera donc l’invariant D accom- 
pagné d’un facteur qui ne contient plus de déterminant du type (ab); 
ce qui ne peut être que f ou une puissance de f. 

Considérons, en second lieu, le système de deux quadratiques 


f= =b p =k =l 
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En appelant D, D22 leur invariant, on a 
Di = (ab)’, D: = (kly. 

Le premier composé de f et de ọ fournit un covariant simultané du 

second degré que nous représenterons par D; Cest : 
0 = (f, p)! = (ak) azka = (bl) balz. 

Le second composé est l’invariant : Di: = (ak)? = (bl). 

En vertu d'une propriété démontrée (N° 248), la combinaison de 9 
avec f et ọ ne peut donner une formation nouvelle, Il existe entre les 
fonctions invariantes du système une relation qui s'obtient par la for- 
mule du carré du déterminant fonctionnel (N° 247), On trouve 

0 = — $ (Dag? sE 2D::fœ + D22f°). 
Posons symboliquement 
0— 62 = 07° = (ak) asko = (bl) balz. 
En remplaçant dans 0° les variables xi, æ par 9a et — 0,, il vient 
(99")* — (ak) (Ba) (9k); 
c’est l'invariant du covariant 0. Or, d’après la formule de Clebsch-Gordan, 
ona 


(bl)b-ly = A [(bÌ) bel=] + $ (ay) (D). 
Le premier terme du second membre est la première polaire de 9, Cest- 
à-dire, 0,9, tandis que (bl)? est Diz. Il vient done 


Oz9y = (bl) baly — $ (xy) Diz. 
Remplaçons les æ par az, — a, et les y par ka, — kı, pour multiplier 
ensuite par (ak); on aura 
(ak) (a) (0k) = (bl) (ba) (Ik) (ak) — $ D?,. 
Mais, 
(bt) (ba) (lk) (ak) = 4 (ab) (kl) [(ak) (bl) — (bk) (at)] 
= $ (ab)? (kl)? = $ DiDa; 
par suite, il vient la relation 
(09)? = § (Ds:Da2 — Di). 
Supposons que les deux formes données possèdent un facteur linéaire 
commun; dans ce cas, leur Jacobien renferme ce facteur au carré(N° 250), 


www.rcin.org.pl 


— 516 — 


c’est-à-dire que 0 est un carré parfait; par suite, son discriminant est 
nul, et l’on a : 
D, Dy — Di, = 0. 

Dans la même hypothèse, le résultant R de f ct de ọ est égal à zéro; 
comme il est du second degré par rapport aux coefficients des formes, 
il doit être égal, à un facteur numérique près, au premier membre de 
la relation précédente. 

Dans le cas où 0 n’est pas un carré, on ramène f et ọ à leur forme 
canonique de la manière suivante. Exprimons que la fonction composée 
[+ Àg est un carré parfait en égalant le second composé de cette 
forme à zéro; il vient 


+, +} = 0, 
(h PP + 2à(f, p) + À (p, p) —0, 


Dis + 2Di9 + Ds = 0. 
Cette équation admet deux racines différentes À, À; puisque D,D:2 
— D?, n’est pas égal à zéro. Posons 
f+iqp=m, f+ 2,9 = nz, 
Mz et ns étant deux formes linéaires. En résolvant ces égalités par rap- 


port f et ọ, il vient : 


ou 


c'est-à-dire, 


2 


ne ver MR — -y n , 
I 2 2 
AEEA eu 
Soit encore le système de trois formes quadratiques 
[=a =b; Q= ki =la P= ri = s. 
Les seconds composés de ces formes combinées deux à deux ainsi que 
leurs invariants prises isolément sont : 
Dia = (ak)? Dis = (ar) e Das = (kr), 
D: (ab), Da: = (ki), Ds: = (rs). 
Ensuite, il y aura trois covariants du second degré savoir : 
0, = (ak) asks, 02 = (ar) azz, 05 = (kr) kerz. 


Il est inutile de considérer les premiers composés de f, ọ, Ų avec ces 
covariants (N° 248); mais le second composé de l’un d'eux, de 9;, par 
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exemple, avec la troisième forme Ņ fournit encore un invariant simul- 
tané. La seconde polaire de 9, étant 
(ak) a,k,, 
remplaçons Yı, ya par rz et — rı, et appelons D:25 la formation corres- 
pondante; on aura 
Dizs = (ak) (ar) (kr). 
Cet invariant est du premier degré relativement aux coefficients des 

trois formes. Si l’on pose 

f= agti H 24,2,X, + CAR 

pe Pori + 2b,x,x, + Patis 

P= on + 2V2, 2 + Jade 


l'invariant Di2$ est représenté par 


Dis =| Go 1 2 |. 
Po Pi P: 
Yo 7 7: 


En effet, remplaçons les coefficients par les produits symboliques 
correspondants; ce déterminant deviendra : 


2 2 | — ,2L2,2 2 
ai aa, a |= akir EL (£) 


ki kie k Gi Kai 
F2 TT. pe ka kı 7 
4 a'e 2 I r (k 


I 
=— akr? (£ à) (= e 2) (k - 2) = (ak) (ar) (kr). 


Si l’on considère en même temps plus de trois formes quadratiques, 
le nombre des invariants et des covariants augmente, mais ils ne sont 
pas différents de ceux qui précèdent. 
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§ 2. 
FORME DU TROISIÈME DEGRÉ. 


252. Les composés de la forme cubique 
f =a} = b} = 0 = d 
avec elle-même sont : 
(ab) a?b?, (ab)%azbz, (ab). 
Le premier et le troisième changent de signe en permutant a et b; 
il suffit de conserver le second qui est le Hessien de f. En le représentant 
par H, on a : 
H = (ab) a:bs. 
C’est le seul covariant du second degré de la cubique. Posons sym- 
boliquement 
H =H} = Hi. 
Le Hessien est une forme quadratique dont le premier composé est 
nul; le second 
R = (HH’)? 
fournit l’invariant de f. On peut l’exprimer au moyen des symboles de 
la cubique. Si on substitue dans 
H? = (ab)azbz 
aux x les symboles H, on trouve 
(HH’)? = (ab)* (aH) (bH). 
D’un autre côté, la première polaire de 
H3 = (cd)? czdz 
étant 
H-H, = (cd)? cd, 
en remplaçant les x par les a, les y par les b, il vient 
(all) (bH) = (cd)? (ac) (bd); 
par suite, 
(ab}° (aH) (bH) = (ab)? (cd)? (ac) (bd); 
donc, 
R = (ab)? (ed)? (ac) (bd). 


On voit que cet invariant est du quatrième degré. 
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Le premier composé de f avec H est représenté par 
Q = (cH) cż H- 
ou bien, en le tirant du produit 
[A = 03. (ab)? a,b,, Q= (ab)? (cb) ascè . 
Les formations 
f= ai, H= (ab) aabo, 
R = (HH’)? = (ab)? (aH) (bH) = (ab)? (cd)? (ac) (bd), 
Q = (cH) cåH« — (ab)? (cb) a;cz 
constituent le système complet de la cubique. Il existe entre elles une 


relation qui s'obtient en appliquant à Q la formule du carré du Jacobien. 
On a (N° 247) 


Q? = — i [0 B? — 2 (f,H)* fH -+ (H,8)° f). 
(GP =H, (H,H} = 
(FH = (cH)? cz = (ab)? (cb) (ac) cz. 
En permutant les symboles, cette dernière expression devient encore 


(cb)? (ab) (ca) a: (ac)? (ba) (cb) bz; 


Or, 


par suite 


(f, N)? = — 4 (ab) (ac) (be) [(ab) c= -+ (be) ax + (ca) b:] = 0, 
en vertu de l'identité (1). On a donc 
Q = — $ (Rf + B’). 

253. Nous allons vérifier qu’en combinant les formes du système 
entre elles, on ne rencontre aucun covariant distinct de ceux qui pré- 
cèdent. On peut laisser les composés de f avec H qui sont connus, Cher- 
chons les composés de f avec Q, de H avec Q et de Q avec lui-mème. 

a) Composés de f avec Q. D’après la formule du numéro 248, on a 


ner = — 2 fP „ (f H} f 


c'est-à-dire, 


na 
(f, Q) =— 4H H?, 


à cause de (f, H) = o. 
On peut d’ailleurs calculer directement ce composé de la manière 
suivante. La première polaire de Q = Q5 a pour expression 


QÈQy = £ [(cH) c? H, + 2 (cH) czHz¢y]. 
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Or, 
(cH) c?H, = A [(cH) c? H] -+ $ (xy) (cH)? cz; 
comme (cH)? cs = 0, il vient 
(cH) c? H, = $ [(cH) c?H, + 2 (cH) ce]; 
par suite, 
(cH) c°H, = (cH) c=HzCy 
et on peut prendre pour la première polaire de Q 
QQ, = (cH) cżH, = (cH) czHaty. 
Remplaçons les y par les b et multiplions par b?; il vient 
(bQ) Q?b? = (cH) (be) c.H,b?. 
Si on permute b et c, on aura 
(f, Q)! = $ (bc)ce hs [(cH)bs — (bH) cz] = — $ (be)? bec H? = — £$ H°. 
Afin de calculer (f, Q)’, substituons dans la formule 
QQ, = (cH) c2 H,, 
aux x les symboles b et multiplions par b,; on trouve 
(Qb)? Q,6, = (cb)? (cH) b,H,. 
De même, dans l'égalité, 
H-H, = (ab)°a.b, 
remplaçons les æ par H,, — H', et multiplions par H,; on aura 
(HH’)H H; = (ab)? (aH) b H, = (cb)? (cH)b H, ; 
donc, 
(f. Q)? = (Qb)*Q,b, = (HN) H,H, = 0, 
puisque le premier composé de H avec lui-même est nul. 
Le troisième composé (/, Q)? se déduit de l'expression 


QË = (cH) CH; 
en remplaçant les æ par les b; il vient 
(bQ) = (cH)(cb)*(bH) = (ab) (aH) (bH), 
c’est-à-dire, 


(A Q =R. 
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b) Composés de H avec Q. Dans la formule 
Q°Q, = (cH)ciH,, 
substituons à y, y: les symboles — H,, H, ct multiplions par H4; 
on trouve 
(H'Q)QH, = (cH)(H'H) 2H; — }(H'H)c3 [(cH)H; —(eH')H.] = $ (HH’)cž ; 
par suite, 
(H, Q) = z Rf. 
Dans la même formule, remplaçons les æ par les symboles H’; on aura 
(QH')°Q, = (cH) (cH’')H,. 

Le premier membre est (H.Q)°; le second contient (cH’)?; or, un 
produit symbolique qui renferme (cH’}* provient d’un composé du 
covariant (cH')*c: qui est nul avec d’autres formes; par suite, 

(H, Q) — 0. 

c) Composés de Q avec lui-méme. La forme Q étant du troisième degré 
le premier et le troisième composé sont nuls; il suffit de calculer (Q, Q}*. 
Dans ce but, remplaçons dans la formule 

QQ, = (cH) cżH, 
les x par les symboles Q et multiplions par Q,; il viendra 
(QQ7) Q, Q, = (cH) (cQ')* H, Q; = (aH) («Q)* H,Q,; 
mais, 
(aQ)? a:Q, = A [(aQ)* a:Q:] + $ (aQŸ (xy). 

Le produit entre crochets représente (f, Q)? qui est égal à zéro, de sorte 
qu’en remplaçant les æ par Hz, -— H, et en multipliant par H,, on aura 
(aQ)° (aH) Q,H, = $ (aQ)*. H? = 3 RH. 

Ainsi, d’après légalité ci-dessus, il vient 

(Q, Q) s $ RH. 

On voit done que le covariant Q admet le mème Hessien que f au 
facteur > près. 

254. Avant de terminer l'étude de la cubique, considérons encore la 


fonction composée f + 2Q et appelons H,, R}, Q; les valeurs de H, R, Q 
pour cette forme. En supposant 


f= ax +... Q= ati +. 
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on passe de f à f + ÀQ en remplaçant les coefficients 


Go, Qi, G2, Us 


par 
Go + Ào, ai + lou, a: + la, as + dus. 
Par cette substitution, on aura 
2 
H, — H— )0H + E vu. 


Or, 
H = (ab)? abs, Q—Q;, 


et en appliquant le procédé à, on trouve 


dH == 2 (aQ)? a:Q: = (f, Q) = 0 
dH = 2 (09) Q-Q, = 2 (Q, Q)* = RH; 


par suite, il vient 
23 2? 
H =H +R = (: 4- =x) H. 


Les coefficients du Hessien de la forme composée ne diffèrent de ceux 


deH que par le facteur 
2 
0 = (: -= — R). 


Il en résulte que le discriminant R), de H), contiendra le carré de 9, et 
lon aura 


R, =9'R. 
Enfin, si on développe Q), il vient 
T oy X y 
Qi = QHNQ + H i. 


De l'expression 
Q = (cH) cżHz, 


on déduit 


JQ = (QH) QHe = (Q,H)' = — ; R/; 


car 9H = o et l'effet de l'opération à sur H est nul (N° 245). 
Le covariant Q, d’après sa valeur, renferme les coefficients de H; de 
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même, Q, doit contenir les coefficients de H, et, par suite, le facteur 0; 
comme ce dernier est du second degré en À, on peut poser 


= (1+ÈR ) (+220) 


o (+2) (en) 


On arrive plus rapidement aux valeurs précédentes par l'application 
directe du procédé U. On a 


H, = (f+ 2Q, f + 20} = (fN + 22 (fQ) + (0,0) 


c’est-à-dire, 


ou 
22 22 


a tan, ( +] -(: +7 R \arny 


Si \? 
m=(: +28) R. 
Enfin, 


a =| (1+r)a] = (1428) em ao 


í o= (: +n) (en). 


$ 3. 


SYSTÈME D'UNE QUADRATIQUE ET D'UNE CUBIQUE. 


255. Considérons les deux formes simultanées 
[=a =b, p= a = fi = —0;; 
prises séparément, on a les formations 
D = (ab), 
H = H? = (af) «fe, 
Q = Q? = (aH) a He = (28)? (78) 722, 
R = (HH’}? = (4P) (y9)? (2y) (83). 
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Il faut combiner ces diverses formes entre elles pour en déduire les 
invariants et covariants simultanés du système. Il vient d'abord pour 
les composés de f avec ọ 

k = (ad) üz, p= (ag) az. 
Si on forme les polaires de H 
(ap)? aay, (ap)? ayu 
on en déduit immédiatement les composés de f avec H. 
J = (all) az = (48)? (aß) aus, E = (aH)? = (aĝ)? (ax) (af). 

On sait que la formation Q est le déterminant fonctionnel de ọ et 
de H; son premier composé avec f peut s'exprimer au moyen de ces 
formes; le second composé de f avec Q est le covariant linéaire 

q = (aQ? Qz. 
Nous avons vu que la seconde polaire de Q a pour valeur 
Q; Qe = (2H) af Ha. 
Remplaçons les y par les a ; il vient 
q = (aQ) Qs = (aH) (ax)? Hz. 
Pour l’exprimer par les symboles de f et de ọ, remarquons que 
(28) (78) yzy = A [(aB} (y6) ie] + 3 (xy) (28)? (y6) (27) y= 

Or, la forme du dernier terme est nulle et celle qui accompagne la 

caractéristique A est Q; il vient done pour la première polaire de Q 
2Q, = (af) (VÉ) yžav; 
par suite, la seconde polaire sera 
Q-Q; = (ap)? (78) 72v&v. 
On en déduit pour la forme q 
q = (2P)° (78) (ay) (aa) ys. 

La forme k étant le déterminant fonctionnel de f et de ọ, il est inutile 

de considérer ses premiers composés avec f ou 9. 


On trouve encore deux covariants linéaires par les composés de f avec 
p et q; ce sont : 


r= (ag)? (ba) bz, s = (aQ)? (bQ) bz = (aa)? (xH) (bH) be 


ou encore 
8 = (2P)? (y6) (ay) (ax) (by)bze 
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D'après les valeurs de p et de q, on peut remplacer les coefficients des 
variables (ax)? æı, (ag)? «a par pı, pz ainsi que (aQ)? Qı, (aQ)? Q: par 
qı, q2; il vient ainsi plus simplement 

r = (bp)b = (ap)az, s = (bg)b: = (aq)az. 

Les covariants linéaires p, q, r donnent lieu à des invariants que l’on 
obtient en formant les déterminants de ces formes prises deux à deux. 
Posons 

Pz = (ax)? da = (CB) Bo, 
Te = (ap) aa = (ax) (ba)bz, 
qz -n (aQ)? Qz. 
On aura 
F = (rp) = (ripa — r2p1) = (ap) aips — (ap) asp: = (ap). 
On pourrait prendre aussi pour F, le déterminant 
F= | (aa)° (ba)bi (aa)? (ba)b: | = (aa)? (cp)? (ba) (bP). 
(cp) P. (CONS 


Ensuite, 
M = (rq) = riga — raqi = (ap) ag: — (ap) azqı = (ap) (aq). 


Si on écrit 
= = (By) (27) (cò) (cp) = 
il vient encore 


M= | (aa) (ba)bı (ax)? (ba) ba 
(7) (87) (c3) (eP) à (87)* (2) (cd) (cp) èz 


c’est-à-dire 
M = (a2)? (Ë})° (3y) (bæ) (cd) (cf) (bd). 

En réunissant tous ces résultats, on trouve que le système d’une 
quadratique et d’une cubique donne lieu à quinze formes différentes, 
savoir : 

4° Cinq invariants : 

D = (ab), R = (4f)* (72) (27) (E9), E = (ap)? (aa) (aß), 
F = (aa)? (cp)* (bæ) (bp), 
M = (aa) (y)* (9y) (ba) (b3) (cp) (cò). 
2e Quatre covariants linéaires : 
p—(aa)as, q = (af) (yB) (ay) (aaye, 
r = (aa) (ba)bz, s = (aß) (y8) (ay) (ax) (by)b. 


<Á 
Cu 
f^ R 
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3° Trois covariants quadratiques : 
= ai, H= (ffafr I= (4p) (up). 
4° Trois covariants cubiques : 
p= aš, Q= (aß) (yp)yèaz, k= (aa)azaz. 
Pour démontrer que ce système est complet, il faudrait de trop grands 
développements pour trouver place dans ce cours. Nous allons seulement 


signaler quelques relations remarquables entre les fonctions de ce 
tableau. En premier lieu, J étant le déterminant fonctionnel de fet de 


H, ona: 


J? = — }[(H, HP — 2(/, H)/H + (f, A+B) 
c’est-à-dire, 
J? = — ![R/? — 2EfH + DH]. 
Posons, dans cette relation, x; = pe, Xa = — pı, et cherchons ce que 
deviennent les différents termes par cette substitution» On aura 
f= (ap) =F, H= (26) (ap) (Pp) = (pH); 
mais, On à vu que 
q = (2H) (az)? Hz = (pH) Hz. 
Substituons dans 
qz = (pH) Hz 
aux x les quantités p; il viendra 
(pq) = (pH}. 
Done, si on désigne par L le déterminant des covariants p et q, la 
fonction H se change en L par la substitution proposée. 
La forme J elle-même se transforme en 


(a) (ap) (Hp). 
Or, si on remplace les x par les a dans l'égalité 
q= = (pH) Hz, 


on trouve 
(aq) = (pH) (aH). 


Donc, 
(aH) (ap) (Hp) = — (ap) (ag) = — M. 


En substituant ces diverses valeurs, la première relation devient : 
M? = — 4 (RF? — 2EFL + DL’). 
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$ 4. 
FORME DU QUATRIÈME DEGRÉ. 


256. Une forme du quatrième degré étant définie symboliquement par 
f= m= b= c, 
elle admet comme second et quatrième composés les formations 
H = (ab) ażb?, i=—(ab)*. 
La première est le Hessien de f et la deuxième représente un invariant 
du second degré. Pour s'élever aux covariants du troisième degré par 


rapport aux coeflicients, on doit chercher les composés de f avec H. Dans 
ce but, calculons les diverses polaires de 


H = Hi = (ab)*a?b?. 


Il vient, pour la première, 


(y : 
HŻH, = ea (2a:b,b, + 24,4,b:), 
et comme les symboles a et b sont équivalents, on a simplement 
(1) -HZH = (ab) ażb.b,. 


La seconde polaire s'obtient plus facilement par la formule de 
Clebsch-Gordan que par la méthode ordinaire. On a 


(ab)* ażb? = A° [(ab)° a3b3] + (xy) A [(ab)° a,b,] + £ (xy)° (ab)'. 


Le terme du milieu au second membre est nul, et cette égalité se 
réduit à 


(ab) ażzbġ = AH + (xy)'; 
d’où 
(2) H2H2 — (ab)? ażb —5 (ry). 


La troisième polaire se déduit de la première en échangeant les varia- 
bles; il vient ainsi 


(3) HeH} — (ab)*aÿb,b. 
Enfin, la quatrième sera : 
(4) Hi = (ab) ab}. 
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Cela étant, remplaçcons dans la première polaire les y par — c2, €, et 
multiplions par cz; on trouve 
(5) t = (f, H)! = (cH) åB = (ab)? (cb) azbscz; 
Cest le covariant du sixième degré de la quartique. 
La formule (2) donne pour le second composé de f avec H 


(f, H)? = (cH)? cÈH2 — (ab)? (be)*aże? z c.e. 


Or l'identité 
(ab)? (ac)? bic + (ba)? (be) azcz + (ca)? (cb) azbz 
= 4 [(bc) aż + (ac)'bz + (ab)te;] 
se réduit à 
(ab)? (be)? aže = 4 (be)'aż 


si les symboles sont identiques; par suite, il vient 
(f, H)? = ! (be)'aż — 56 
c’est-à-dire, : 
(f, H} = (cH) H = { —° 1 =z. 


Le second composé n’est donc pas une forme distincte de f. Cette for- 
mule permet de calculer immédiatement le quatrième composé de H avec 
lui-même. On peut écrire 


: az = (aH)*a;H}; 


si on remplace les x par les b, on trouve 
i i? 
5 (ab) = Ra (aH} (ab)? (bH)*; 


mais, si on pose xı = Hz et x: ——H;, dans l'expression 
s — (ab) a;b;, 


il vient 
(HH’} — (ab)? (aH)? (bH)°; 


donc, en comparant, on aura 
L 
(HH/) = (H, H) = 3 


et cet invariant n’est pas distinct de i. 


Www.rcin.org.pl 


— 529 — 


Remplacons encore dans (3) les y par les c et multiplions par cz. Il vient 
(f, H) = (cH}5 c-Hz = (ab)? (ac)? (be) bc; = 0, 
car ce produit change de signe en permutant b et c. 
Enfin, la dernière polaire fournit l'invariant 
j = (f, H)* = (cH)? = (ab)? (ac)? (bc)? 
Si on réunit les formations indépendantes que lon vient d'obtenir, 
on a le tableau suivant : 
f—=a, H= (f, f} = (ab) ab}, 
t = (f, H)* = (aH) aH} = (ab)? (cb) cab, 
i = (f, f = (ab), j= (f, H)t = (aH) = (ab)? (ac) (be). 

C’est le système complet de la quartique. Il existe entre ces fonctions 
une relation fondamentale qui s'obtient en appliquant à t la formule du 
numéro 247, On a 

t = — [f f) E — 2 (f, B) fH + (H, H)? f. 


Or 
(f: f =H, (f, BY =#if; 


il reste à calculer (H, H)? ou le Hessien du Hessien. Soit le dévelopement 
(ab) azb; = A5 [(ab) ażb3] + ł (xy) A [(ab)* a?b?] 
+56 (Œy)? A [(ab)S abe] + + (xy) (ab)'. 
Le premier et le troisième terme du second membre sont nuls; on peut 
écrire > 
(ab) 26} = 3 (y) HE += (y). 
Remplaçons les y par lessymboles H;, — H; et multiplions par H.. 
Il viendra : 
(ab) (bH'ÿ 5H! — 5 (HH’)? HÈH? += Hs, 
ou bien 
(i) (ab) @H'} aÿH!, —5 (H, H} 2H, 
4 
D'un autre côté, on a aussi 
@H') Hib, = A [(bH') H,8,] + 4 (xy) OH’): 
et comme 
(f, H) = OH’ Hib, = 0, 
35 
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il reste 


(bH')* H,b, = 1 (zy). 


Remplaçons les y par les æ et multiplions par 4°. On trouve 


A ET] 
à Ga, = SF: 
Si on substitue cette valeur dans (k), on aura finalement 
(H,H) = + jf — + iH. 
D’après ce résultat, la relation entre les formes du système sera 
D — (US fH: 

257. Nous avons déja calculé les composés de H avec lui-même; 
il faut maintenant combiner les formes f, H, t et montrer que les inva- 
riants et les covariants qui en résultent sont des fonctions rationnelles 
des formations du système de la quartique. Si on applique la méthode 
ordinaire pour déterminer les composés de f et de H avec t, on trouve 
des résultats compliqués et difficiles à interpréter. On arrive plus rapide- 
ment au but au moyen de la fonction suivante à deux séries de variables 


(bH'}5 (ab) H' až = 


p = aH} — a Hi. 
En lui appliquant la formule de Clebsch, il vient 
a; — aH} = AtDto + 2(xy) ADO 
+4 (Ey) ADO + $ (ay) ADOG- $ (eg) Oo. 
L'emploi du procédé Q conduit aux résultats : 
Qo = (all) až} — (Ha) aÿH; — (aH) (a°Hÿ + aÿHi), 
Q?ọ = (aH)? (a;H} — a;H°), 
Oo = (aH} (azHy + ay), 
Qt = 0. 
Il faut encore se rappeler que, dans le développement, l'opération D 
a pour effet de remplacer y par z; il s’ensuit que 
D‘o—o, D'Qo = 2(aH)aHi = 21, 
DQ? — 0, DO5o = 2(aH)5 4H: = 0. 
Par conséquent, le développement se réduit à 
azh; — aÿH; = 4 (zy) AS, 
ou 
(6) asis — ati = 4 (£y) Lit. 
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Si on applique l'opération D à cette égalité en tenant compte de la 
relation 


y 
D [(x: = xy) Dy, 
len 1 = (au) Dy 
Ņ étant une fonction du degré x par rapport à y, on trouve 
(7) a HU, — aja,H} = 3 (xy) ttg, 
(8) aiH H? — a;a; MH} = 2 (xy) tot, 


Ces équations, à commencer par la dernière, donnent la première, 
la seconde et la troisième polaire de la forme 
t$ — (aH) aÿH5. 


Il sera facile d'en déduire les composés correspondants de f et de H 
avec t. 
En premier lieu, posons dans (8), yı = be, y = — b, et multiplions 
par bż; il vient 
f. (bH)? bEHE — (ab)? a? b?Hi = 2 (bt) b5t5 = 2 (f, 1)! ; 


par suite, 


0) Go —i(Gr-w) 
Dans la même égalité substituons aux y les symboles H,, — H; et 
multiplions par H°?; on trouve aussi 
f- (HH)? HÌH? — (aH)? aż 2H} = 2 (H, 1)!, 
ou bien 
Fran) {m= 0° 
et, par conséquent, 
(10) (H, 05 /Gf— 3H). 


En second lieu, remplaçons dans (7) les y par les b ct les H’; multi- 
plions, dans le premier cas, par b, et, dans le second, par H,. On obtient 


f (bH) b,H, + (ab) a,b, M = 3 (f, 0°, 
f (HH) HE, — (aH' a, M: — 3 (H, 0)? ; 


les produits symboliques des premiers membres étant nuls, on a 


(11) (ft =0, (H,t} =o. 


Www.rcin.org.pl 


— 552 — 
En troisième lieu, substituons dans (6) aux y les symboles b et H'; 
il vient 
FCOH) — (ab) = 4(f, t}, 
FH — (aH')'H = 4(H, 1); 
d’où 
= + Gf — iH), 
(H, 9 = 4 (af — jH). 
Afin d'arriver aux derniers composés (f, t)*, (H, t)‘, considérons le 
développement 


(aH) Hžaž = A5 [(aH) Ha] + à, (xy) A? [(aH)* Hia;] 
+ za (xy)? A [(«H)* Haar] + 5 (xy)5 (aH)*. 

Appliquons l'opération A aux deux membres; en remarquant que le 
produit symbolique du troisième terme au second membre est nul et 
que : A (xy) = o, il vient 

(aH) a HZH, = A*tf -j aA [e A? af) 
c’est-à-dire, 
(all) «2H, = t; + +B: (2y) asa}. 

Remplaçons les y par les symboles b; on aura 


(att) ab) O) BÈ = (f, 9 +6 (5 P3 


mais (/, f) =0 et la forme du premier membre change de signe en 
permutant a et b; done 


(h) = 0. 
Par la substitution des symboles H’, on trouve également que 
(H, tt = 0. 


258. Composés du covariant t avec lui-même. La forme t étant du 
sixième degré, les premier, troisième et cinquième composés sont nuls. 
Afin de déterminer le second, remplaçons dans (7) les y par les symboles 
v et multiplions par 1; on aura 

a (HP)? H,45 — H$ (al) at = — 3 (t)? Lt, 
ou 
f. (H, 05 — H. (f, 5 = — 3 (1,1), 
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c’est-à-dire, 
r (tr j)—< fi = — 3 (0. 
On tire de cette égalité 
Go i (int — jf + EP) 


En second lieu, pour trouver (t, t)}*, permutons les variables dans (7); 

il vient 
a, HH, — aža H% = 3 (yx) A 

Si on substitue aux y les symboles !’, et si on multiplie par t}, on 

trouve 
(at'\' (HO H5E, — až (at) (H0), = 3 (HE. 

Les produits du premier membre sont nuls; car on peut les regarder 
comme provenant de certains composés avec les formes : (f, t)' = 0, 
(H, t) =o. Done 

(t, t)' = 0. 
Enfin, la sixième polaire de 
tt = (all) aH% 
étant 
t5 = (aH)a;H?, 
par la substitution aux y des symboles !’, on aura 
(1) = (aH) (at/)5 (Hr) = — (at}5 (aH) (tH)*. 
Or, le produit du second membre est le quatrième composé de H avec 
la forme 
(= (at). ; 
par suite, il vient 
(t 9° = — [(f 05, H]! = — + [jf — 4H, H}° 
=— U H) — i(H, H}}, 


6y=: (5—7) 


On voit donc que tous les invariants et les covariants que l’on obtient 
par les composés de f, H, ¢ sont des fonctions rationnelles des diverses 
formations du système de la quartique. 


c'est-à-dire, 
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259. Considérons, pour terminer, la forme quartique composée 


[+4 


et désignons par H}, #,, à), 7, les valeurs de H, t, i, j pour cette nouvelle 
fonction. On peut les calculer avantageusement par le procédé d’Aron- 
hold (N° 245), comme nous allôns l'indiquer. Il faut remplacer dans 
les formations premières les coefficients do, @i, 41, as par 


ao + À, Q; = lai a: + las, as + Ìas, 


os 1, %2, &s Étant les coefficients de la forme H. 
On aura, en premier lieu, par la formule de Taylor, 


12 
H, = H -43H + òH. 


Or, 
H = (ab) a;b; ; 


par l'application du procédé", on trouve 
ÒH = 2 (aH) a?H? = 2 if — : F 
SH = 2 (HH’)? H?H? — 2 (t jf — $ H). 
En substituant, il vient 


H = H -+ fifa (jf — $ H) 2, 


H; =H (1 — $ 0) + fG D + £a). 
On sait que ¢ est le déterminant fonctionnel de f et de H;t, sera éga- 
lement le Jacobien de f + 2H et de H}; par suite, on a 


ou 


den] a SM A M ES 
de he GRH) + HAT 
d dH PN. je) H 
HAT L, GRH) NT 

== I À ar, di 

dx; dæ 

LAPA 14 df dH 

dæ: dx: 

D'où on tire 


i = (1 — 4 i — t jas)e. 
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La forme nouvelle t, ne diffère de t que par un facteur constant. 
Pour calculer i}, on prend le développement 


22 
i =i + Adi + TO. 
Or, ` 
i= (ab)*, 
et, on en déduit 


di = 2 (aH)! = 2j, 


k J 
ği = 2 (HH') = 2 3? 


done, on aura 
ii 2j + Line, 
Enfin, pour déterminer j}, on écrit d’abord 
= + À 
car j est du troisième degré, et il est représenté symboliquement par 
Jj = (ab) (ac)? (bc)*. 
Une première opération À donne 
dj — 3 (ab) (aH)? (bH)*; 
mais, si dans l’expression 
H! = (ab)? a?b?, 
on remplace les x par les symboles H, on obtient : 


(HH')* = (ab) (ab) (bH)*; 


PTA à 
t.2 


par suite, 
SE + 
dj = 3 (HW) = 3 Are: 
Une seconde application du procédé de à conduit à la valeur 
dj = 3.2 (aH'} (aH)? (HH’)?. 
On sait que 


(aH) aż 2H2 — 13 if =t at, 
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et, en introduisant les symboles H’ au lieu des x, on a 
(aH)? (aH)? (HH'} = amy =2 ; 
par conséquent, 
gj = if. 
Enfin, il vient encore d’après l'expression ci-dessus 
5j = 3.2 (H” H’)? (H” H) (HH'}. 
Remarquons que l'expression 
(H” H’) (H” H)? (HH’)}? 
représente le j de H, On sait que 
j = (aH), 
-c'est-à-dire que j s'obtient en substituant aux x les symboles a de f dans 
H¿; de même, pour trouver le j de H, prenons le Hessien du Hessien : 
LT — i iH = jat — À in, 
et remplaçons les x par les symboles H’ de H; il vient 
J (OH) — Li (HHY = ijti à. 
Conformément à ces résultats, on trouve finalement 
h=jHi nH yH — DES 
On arrive encore aux valeurs que l'on vient d'obtenir par la formation 
directe des composés. Par définition, on a : 
H) = [f+ 4, [+ = (f, f} -+ 22 (f, B} + À (H, B), 
ou bien, 
H, = H p $ ifti fati) 4 D) + (+ Eja). 
En second lieu, 
h = [f+ 4H, B]! = [/ 28, Ha — $ 03) (Ed + 1j) 
= (1 — 507) 0, 8) + (8 +532) (8 P)' 
+å — 8) (H, B)! + À (5 i + 332°) (H, /)'; 
mais, 
(f f) = 0, (H, H) = 0, (f, H) =t, (H, f)'=— t; 
donc 
ti = (1 — 4 i?) t — À (Ei p £ jA) t = (1 — t i — 4 jà) t. 
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En troisième licu, 


i —[f +0, +20] = (f, [+ 22 (f, 1) 28 (0, 11), 


ou 
ù =i- 2j -4 t ie, 
Enfin, 
j= LH, MG pi) GAA ja 
(NN (f EEE AEAN a [) 
HA (i — td) (H, I)e A GE ih A LR) (H, fY, 
ou bien, 


j2 
h= — 6 0)) + (+ pe) + (1 — i i) z +A + 5j); 
c'est-à-dire, 
D = HS PAT SGA E GI — ri: 

Il est temps de terminer cctte introduction à la théorie des formes 
algébriques. Les principes de la méthode symbolique que nous venons 
d'exposer, en restant dans le domaine des formes binaires, se généra- 
lisent d'eux-mêmes pour unc forme à un nombre quelconque de vari- 
ables. On peut comprendre maintenant lutilité ct l'avantage de cette 
méthode pour l'étude des fonctions algébriques en général; elle constitue 
une des idées les plus fécondes émises depuis peu dans la science, Les 
développements considérables qu’elle a reçus aujourd'hui occupent déjà 
une place importante dans l'analyse mathématique. 


ZAWSKIE 


FIN. 
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